
	 	 	
Министерство	науки	и	высшего	образования	Российской	Федерации

ФЕДЕРАЛЬНОЕ	ГОСУДАРСТВЕННОЕ	АВТОНОМНОЕ	ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ
УЧРЕЖДЕНИЕ	ВЫСШЕГО	ОБРАЗОВАНИЯ

НАЦИОНАЛЬНЫЙ	ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ	УНИВЕРСИТЕТ	ИТМО
ITMO	University

ВЫПУСКНАЯ	КВАЛИФИКАЦИОННАЯ	РАБОТА
GRADUATION	THESIS

Акустические	рассеяние	и	силы	в	ансамбле	сферических	частиц

Обучающийся	/	Student	Клещенко	Всеволод	Дмитриевич	
Факультет/институт/кластер/	Faculty/Institute/Cluster	физический	факультет	
Группа/Group	Z34434	
Направление	подготовки/	Subject	area	16.03.01	Техническая	физика	
Образовательная	программа	/	Educational	program	Техническая	физика	2019	
Язык	реализации	ОП	/	Language	of	the	educational	program	Русский	
Статус	ОП	/	Status	of	educational	program	
Квалификация/	Degree	level	Бакалавр	
Руководитель	ВКР/	Thesis	supervisor	Петров	Михаил	Игоревич,	PhD,	физико-
математические	науки,	Университет	ИТМО,	физический	факультет,	старший	научный
сотрудник	
Консультант/	Consultant	Ладутенко	Константин	Сергеевич,	ФизФ,	научный	сотрудник,
неосн	по	совм.,	ФизФ,	научный	сотрудник,	неосн	по	совм.,	кандидат	физико-
математических	наук

Обучающийся/Student 	 Документ
подписан
Клещенко
Всеволод
Дмитриевич
29.05.2023

	

Клещенко
Всеволод
Дмитриевич

	 	 (эл.	подпись/	signature) 	 (Фамилия	И.О./	name
and	surname)

Руководитель	ВКР/
Thesis	supervisor

	 Документ
подписан
Петров	Михаил
Игоревич
26.05.2023

	

Петров	Михаил
Игоревич

	 	 (эл.	подпись/	signature) 	 (Фамилия	И.О./	name
and	surname)



	 	 	
Министерство	науки	и	высшего	образования	Российской	Федерации

ФЕДЕРАЛЬНОЕ	ГОСУДАРСТВЕННОЕ	АВТОНОМНОЕ	ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ
УЧРЕЖДЕНИЕ	ВЫСШЕГО	ОБРАЗОВАНИЯ

НАЦИОНАЛЬНЫЙ	ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ	УНИВЕРСИТЕТ	ИТМО
ITMO	University

ЗАДАНИЕ	НА	ВЫПУСКНУЮ	КВАЛИФИКАЦИОННУЮ	РАБОТУ	/	
OBJECTIVES	FOR	A	GRADUATION	THESIS

Обучающийся	/	Student	Клещенко	Всеволод	Дмитриевич	
Факультет/институт/кластер/	Faculty/Institute/Cluster	физический	факультет	
Группа/Group	Z34434	
Направление	подготовки/	Subject	area	16.03.01	Техническая	физика	
Образовательная	программа	/	Educational	program	Техническая	физика	2019	
Язык	реализации	ОП	/	Language	of	the	educational	program	Русский	
Статус	ОП	/	Status	of	educational	program	
Квалификация/	Degree	level	Бакалавр	
Тема	ВКР/	Thesis	topic	Акустические	рассеяние	и	силы	в	ансамбле	сферических	частиц	
Руководитель	 ВКР/	 Thesis	 supervisor	 Петров	 Михаил	 Игоревич,	 PhD,	 физико-
математические	 науки,	 Университет	 ИТМО,	 физический	 факультет,	 старший	 научный
сотрудник
Консультант/	 Consultant	 Ладутенко	 Константин	 Сергеевич,	 ФизФ,	 научный	 сотрудник,
неосн	 по	 совм.,	 ФизФ,	 научный	 сотрудник,	 неосн	 по	 совм.,	 кандидат	 физико-
математических	наук

Основные	вопросы,	подлежащие	разработке	/	Key	issues	to	be	analyzed
Цель:	
Исследовать	 акустические	 рассеяние	 и	 силы	 в	 ансамблях	 сферических	 частиц	 и
реализовать	быстрый	метод	для	моделирования	задачи.

Задачи:
•	Описать	аналитически	метод	Т	матриц	для	решения	задачи	рассеяния	акустической	волны
в	мультипольном	представлении	на	твердых	и	жидких	сферических	частицах	в	открытом
пространстве	(воздухе	или	жидкости)
•	 Получить	 формулы	 для	 вычисления	 сечения	 рассеяния	 через	 коэффициенты
мультипольного	разложения	падающих	и	рассеянных	полей
•	Получить	формулы	для	вычисления	акустических	силы,	действующих	на	частицы,	через
коэффициенты	мультипольного	разложения	падающих	и	рассеянных	полей
•	 Написать	 программную	 реализацию	 для	 моделирования	 акустического	 рассеяния	 в
данной	 системе,	 а	 также	 вычисления	 сечений	 рассеяния	 и	 акустических	 сил	 на	 языке
программирования	Python
•	Верифицировать	результаты,	полученные	с	помощью	написанной	реализации,	сравнив	с
моделированием	в	COMSOL	Multiphysics
•	 Исследовать	 рассеяние	 плоской	 акустической	 волны	 на	 одной	 резонансной	 частице,
эффект	направленного	рассеяния
•	Исследовать	рассеяние	на	3	резонансных	частицах	в	стоячей	волне,	эффект	связывания



Литература:
•	Martin	P.A.,	Multiple	Scattering.	Cambridge	University	Press,	Cambridge,	UK,	2006
•	 Lopes	 J.H.,	 Azarpeyvand	 M.,	 Silva	 G.T.,	 Acoustic	 interaction	 forces	 and	 torques	 acting	 on
suspended	spheres	in	an	ideal	fluid.	IEEE	Trans.	Ultrason.	Ferroelectr.	Freq.	Control	2016
•	Sapozhnikov	OA,	Bailey	MR,	Radiation	force	of	an	arbitrary	acoustic	beam	on	an	elastic	sphere
in	a	fluid.	J	Acoust	Soc	Am.	2013
•	 Shenwei	Zhang	 et	 al,	Acoustically	mediated	 long-range	 interaction	 among	multiple	 spherical
particles	exposed	to	a	plane	standing	wave,	New	J.	Phys.	2016
•	Hong-Wei	Wu	et	al.	Acoustic	generalized	Kerker	effect.	Appl.	Phys.	Express	2021
•	Amos	Egel	et	al,	SMUTHI:	A	python	package	for	the	simulation	of	light	scattering	by	multiple
particles	near	or	between	planar	interfaces,	J.	of	Quant.	Spectr.	and	Rad.	Transfer,	2021

Форма	представления	материалов	ВКР	/	Format(s)	of	thesis	materials:	
•	ВКР
•	Презентация
•	Программный	код	(репозиторий	проекта)

Дата	выдачи	задания	/	Assignment	issued	on:	15.01.2023

Срок	представления	готовой	ВКР	/	Deadline	for	final	edition	of	the	thesis	20.05.2023

Характеристика	темы	ВКР	/	Description	of	thesis	subject	(topic)

Тема	в	области	фундаментальных	исследований	/	Subject	of	fundamental	research:	нет	/
not	
Тема	в	области	прикладных	исследований	/	Subject	of	applied	research:	да	/	yes

СОГЛАСОВАНО	/	AGREED:	

Руководитель	ВКР/
Thesis	supervisor

	 Документ
подписан
Петров	Михаил
Игоревич
09.03.2023

	

Петров	Михаил
Игоревич

	 	 (эл.	подпись) 	 	

Задание	принял	к
исполнению/	Objectives
assumed	BY

	 Документ
подписан
Клещенко
Всеволод
Дмитриевич

09.03.2023

	

Клещенко
Всеволод
Дмитриевич

	 	 (эл.	подпись) 	 	

Руководитель	ОП/	Head
of	educational	program

	 Документ
подписан
Белов	Павел
Александрович
18.05.2023

	

Белов	Павел
Александрович

	 	 (эл.	подпись) 	 	



	 	 	
Министерство	науки	и	высшего	образования	Российской	Федерации

ФЕДЕРАЛЬНОЕ	ГОСУДАРСТВЕННОЕ	АВТОНОМНОЕ	ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ
УЧРЕЖДЕНИЕ	ВЫСШЕГО	ОБРАЗОВАНИЯ

НАЦИОНАЛЬНЫЙ	ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ	УНИВЕРСИТЕТ	ИТМО
ITMO	University

АННОТАЦИЯ
ВЫПУСКНОЙ	КВАЛИФИКАЦИОННОЙ	РАБОТЫ	

SUMMARY	OF	A	GRADUATION	THESIS

Обучающийся	/	Student	Клещенко	Всеволод	Дмитриевич	
Факультет/институт/кластер/	Faculty/Institute/Cluster	физический	факультет	
Группа/Group	Z34434	
Направление	подготовки/	Subject	area	16.03.01	Техническая	физика	
Образовательная	программа	/	Educational	program	Техническая	физика	2019	
Язык	реализации	ОП	/	Language	of	the	educational	program	Русский	
Статус	ОП	/	Status	of	educational	program	
Квалификация/	Degree	level	Бакалавр	
Тема	ВКР/	Thesis	topic	Акустические	рассеяние	и	силы	в	ансамбле	сферических	частиц	
Руководитель	ВКР/	Thesis	supervisor	Петров	Михаил	Игоревич,	PhD,	физико-
математические	науки,	Университет	ИТМО,	физический	факультет,	старший	научный
сотрудник
Консультант/	Consultant	Ладутенко	Константин	Сергеевич,	ФизФ,	научный	сотрудник,
неосн	по	совм.,	ФизФ,	научный	сотрудник,	неосн	по	совм.,	кандидат	физико-
математических	наук	

ХАРАКТЕРИСТИКА	ВЫПУСКНОЙ	КВАЛИФИКАЦИОННОЙ	РАБОТЫ
DESCRIPTION	OF	THE	GRADUATION	THESIS

Цель	исследования	/	Research	goal	
Разработка	пакета	для	исследования	акустических	сил	и	рассеяния	в	ансамблях
сферических	частиц.	
Задачи,	решаемые	в	ВКР	/	Research	tasks	
а)	Описать	аналитически	метод	Т	матриц	для	решения	задачи	рассеяния	акустической
волны	на	сжимаемых	сферических	частицах	в	открытом	пространстве	в	воздухе	или	в
жидкой	среде.	б)	Написать	пакет	для	эффективного	моделирования	акустического
рассеяния	на	ансамблях	сферических	частиц,	а	также	вычисления	сечений	рассеяния	и
акустических	сил	на	языке	программирования	Python.	в)	Исследовать	численно	и
аналитически	эффекты	акустического	связывания	резонансных	частиц	в	стоячей	волне.	
Краткая	характеристика	полученных	результатов	/	Short	summary	of	results/findings	
В	результате	работы	над	данным	проектом	все	цели	были	достигнуты,	получен	научный
результат.	

Наличие	выступлений	на	конференциях	по	теме	выпускной	работы	/	Conference
reports	on	the	topic	of	the	thesis

1.	XXXV	сессия	Российского	акустического	общества,	13.02.2023	-	17.02.2023



(Конференция,	статус	-	всероссийский)	

Обучающийся/Student 	 Документ
подписан
Клещенко
Всеволод
Дмитриевич
29.05.2023

	

Клещенко
Всеволод
Дмитриевич

	 	 (эл.	подпись/	signature) 	 (Фамилия	И.О./	name
and	surname)

Руководитель	ВКР/
Thesis	supervisor

	 Документ
подписан
Петров	Михаил
Игоревич
26.05.2023

	

Петров	Михаил
Игоревич

	 	 (эл.	подпись/	signature) 	 (Фамилия	И.О./	name
and	surname)



СОДЕРЖАНИЕ
ВВЕДЕНИЕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1 Реализация метода Т-матриц. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1 Основы метода . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.2 Вычисление интегральных величин . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3 Вычисление коэффициентов переноса. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.4 Анализ сходимости. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.5 Время работы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.6 Верификация . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2 Акустическое связывание. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.1 Исследование . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.2 Монопольное взаимодействие . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.3 Анализ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

ЗАКЛЮЧЕНИЕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННЫХ ИСТОЧНИКОВ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
ПРИЛОЖЕНИЕ А (Сферические функции) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
ПРИЛОЖЕНИЕ Б (Акустическое связывание трех частиц). . . . . . . . . . . . 44

6



ВВЕДЕНИЕ
Взаимодействие акустических полей с объектами, находящимися в

некоторой среде, сопровождается возникновением различных видов акусти-
ческих сил, действующих на эти объекты. Знание о возникающих силах, дей-
ствующих на частицы, дает возможность определять их поведение в акусти-
ческих полях, а также воздействовать на них. Устройства, позволяющие ма-
нипулировать объектами, благодаря их взаимодействию с акустической вол-
ной, называются акустическими пинцетами и представляют собой активно
развивающееся направление [1]. Акустические пинцеты полезны для различ-
ных медицинских приложений [2], таких как, например, разделение клеток
крови, выделение паразитирующих клеток, а также для изготовления мате-
риалов, очистки воды, поскольку позволяют решать такие задачи как сорти-
ровка, разделение, транспортировка различных, в том числе биологических
частиц. Аналогичные вопросы уже исследовались в оптике, а оптический
пинцет [3] был предложен еще в 1986 году. Акустические поля позволяют
воздействовать на большие объекты, тем самым расширяя диапазон разме-
ров захватываемых объектов оптическими пинцетами [2], хоть и обеспечи-
вают худшее пространственное разрешение [4]. Так, при рассеянии на объек-
тах полей, создаваемых источниками одинаковой мощности, в акустике мо-
гут возникать силы на пять порядков сильнее, чем в оптике, что обусловлено
различием в скорости распространения волн. Также акустические пинцеты
являются более безопасными для манипулирования живыми клетками, по-
скольку не требуют использование высокомощных лазеров, применяющихся
в оптических пинцетах.

Для манипулирования объектами с помощью акустических полей необ-
ходимо уметь определять силы, действующие на эти объекты при помещении
их в звуковое поле. Рассеяния звуковых волн в случае маленьких объектов
было впервые математически описано в [5]. Задача рассеяния акустической
волны на уединенной сферической частице уже была решена [6],[7], однако
больший практический интерес представляет решение задачи рассеяния на
ансамбле частиц, где при достаточно близком расположении частиц, возни-
кают различные эффекты, обусловленные перерассеянием волн на частицах.
Для двух частиц, задачу можно решить аналитически [8], но при дальнейшем
увеличении числа рассеивателей, задача становится более сложной, и для

7



ее решения применяются различные численные методы. Наиболее класси-
ческими являются конечно-разностные методы и метод конечных элементов
[9], [10], в которых физическая область решения разбивается дискретной сет-
кой или набором элементов. Для точного решения задачи необходимо доста-
точно плотное разбиение, что приводит к большому числу элементов и стано-
вится особенно проблематичным в трехмерных задачах, в случае достаточ-
но удаленных друг от друга частиц. Также существуют методы, основанные
не на пространственной дискретизации, а на поверхностной, что упрощает
вычисления, например, метод фундаментальных решений [11]. Однако, еще
более эффективным является подход, основанный на мультипольном разло-
жении полей, полностью не требующий разбиения, поскольку он позволяет
решать задачу одновременно во всех точках пространства. Также преимуще-
ством этого подхода является возможность полностью исключить численное
интегрирование, являющееся вычислительно-затратной операцией и необхо-
димое для определения сечений рассеяния и акустических сил в описанных
выше методах. Такой подход уже был реализован [12] и зарекомендовал себя
в оптике, поскольку позволяет быстро и точно рассчитывать электрические и
магнитные поля рассеяния на ансамблях из большого числа частиц (порядка
104), расположенных в многослойной структуре. Метод подробно описан в
[13], основы подобного метода в акустике были собраны и изложены в [14],
тем не менее, несмотря на наличие работ, использующих этот метод, насколь-
ко известно, на данный момент не существует готовой программной реализа-
ции в открытом доступе, позволяющей быстро и эффективно вычислять поля
рассеяния и силы в ансамблях частиц в акустике. Поэтому для возможности
быстрого моделирования задач многократного рассеяния этот метод был ре-
ализован и описан в данной работе.

Метод Т-матриц, основанный на мультипольном разложении полей,
позволяет детально анализировать силы, действующие на частицы в их ан-
самблях. Силы в акустике могут быть вызваны разными типами взаимодей-
ствия. По природе возникновения они могу быть условно разделены на си-
лы, появляющиеся в потоках жидкостей или газов, вызванные деформацией
частиц, а также силы рассеяния. В случае, когда размер частиц сравним с
длиной волны в воздухе, как это было проанализировано, например, в [11],
силы рассеяния преобладают над остальными. Кроме того, в системах, где
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расстояние между частицами порядка нескольких длин волн, помимо вкла-
да в силу от внешнего поля, существенный вклад дают поля перерассеяния.
Взаимодействие частиц, обусловленное интерференцией этих полей, может
привести к эффекту самоорганизации рассеивателей в устойчивые конфигу-
рации. В оптике подобное взаимодействие называется оптическим связыва-
нием. Этот эффект дает способ для манипулирования частицами и может ис-
пользоваться в некоторых реализациях акустического пинцета. Анализом сил
взаимодействия, а также возникающими моментами сил с использованием
метода Т-матриц уже занимались в системе из нескольких частиц [15]. Также,
в приближении достаточно удаленных частиц, было исследовано взаимодей-
ствие большого числа рассеивателей [16]. Эволюция ансамбля из несколь-
ких частиц на близком расстоянии друг от друга была проанализирована в
[11] с использованием метода фундаментальных решений. В предыдущих
работах рассматривались системы, в которых спектр рассеяния частиц имел
нерезонансную природу, однако при наличии резонансов может проявлять-
ся необычное для описанных выше систем поведение рассеивателей. В дан-
ной работе были исследованы особенности такого поведения в системе из
нескольких резонансных частиц, находящихся в поле плоской стоячей вол-
ны на расстояниях порядка нескольких длин волн.
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1 Реализация метода Т-матриц
1.1 Основы метода
Рассмотрим задачу рассеяния поля падающего давления pinc наN сфе-

рических частицах c плотностями ρn и скоростями распространения продоль-
ных волн cn, n = 1 . . . N , находящихся в жидкой или газообразной среде с
плотностью ρ0, скоростью звука c и сжимаемостью β0 =

1
ρ0c2

(рисунок 1). Для

pinc
psc

ρ0, c ρn, cn

an

Рисунок 1 – Модель задачи рассеяния акустической волны на ансамбле
сферических частиц

нахождения установившегося поля давления p в каждой из областей необхо-
димо найти решение уравнений непрерывности и Навье-Стокса первого по-
рядка для давления и скорости vρ0∂tv = −∇p

β0∂tp = −∇ · v
. (1)

Это решение должно удовлетворять условиями непрерывности давления и
нормальной к границе компоненты скорости на поверхности каждой из ча-
стиц. В случае монохроматических полей (с зависимостью от времени e−iωt)
из системы (1) получается уравнение Гельмгольца

ω2

c2
p+∇2p = 0.

Решение уравнение Гельмгольца в сферической системе координат (r, θ, ϕ)
представимо в виде мультипольного ряда с базисными функциями ψm

l (r), со-
ответствующими рассеянному полю, и ψ̂m

l (r), соответствующими падающе-
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му полю (приложение А)

ψm
l (r) = h

(1)
l (kr)Y m

l (θ, ϕ), ψ̂m
l (r) = jl(kr)Y

m
l (θ, ϕ).

Поскольку рассеивателей несколько, решение уравнения Гельмгольца в сре-
де, окружающей рассеиватели, для самосогласованного поля давления будет
представлять собой сумму падающего поля давления и суперпозицию полей
рассеяния от каждой из частиц [14]

p = pinc + psc = p0

∞∑
l=0

m=l∑
m=−l

(
dml ψ̂

m
l (r) +

N∑
n

cml,nψ
m
l (rn)

)
. (2)

И, аналогично, может быть выражено поле внутри n-й частицы

pinn = p0

∞∑
l=0

m=l∑
m=−l

gml,nψ̂
m
l (rn), (3)

где p0 - амплитуда давления, rn - радиус вектор в системе координат n-й ча-
стицы (rn, θn, ϕn). Коэффициенты dml заданы падающим полем давления, а
коэффициенты рассеяния cml,n и коэффициенты gml,n необходимо найти, удо-
влетворив граничным условиям на поверхности каждой из частиц ∂Bn(pinc + psc)|∂Bn

= pin|∂Bn

(vinc⊥ + vsc⊥ )|∂Bn
= vin⊥ |∂Bn

, (4)

где n = 1 . . . N . Удовлетворение граничным условиям на поверхности части-
цы удобно производить в ее системе координат, поскольку для сферических
частиц эта поверхность задается уравнением rn = an, где an - радиус n-й ча-
стицы. Для этого необходимо знать, как внешнее поле давления, а также поля
рассеяния от остальных частиц выражаются через базисные функции в си-
стеме координат рассматриваемой частицы. Для этого нужно воспользовать-
ся теоремой сложения для сферических функций в трехмерном пространстве
[14]

ψm
l (ri) =

∞∑
ν=0

ν∑
µ=−ν

Smµ
lν (δji)ψ̂

µ
ν (rj), rj < |r0,j − r0,i| (5)
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ψ̂m
l (ri) =

∞∑
ν=0

ν∑
µ=−ν

Ŝmµ
lν (δji)ψ̂

µ
ν (rj), (6)

где r0,i - положение i-й частицы, |δji| - расстояние между центрами частиц
(рисунок 2), Smµ

lν и Ŝmµ
lν - коэффициенты переноса, обсуждение которых будет

сделано в разделе 1.3. Применяя теорему (5) к рассеянному полю в (2) полное

z

x y

δji

r0,j

r0,i

rj

ri

Рисунок 2 – Переход между системами координат, используемый в теореме
сложения

поле давления может быть записано в системе координат n-й сферы

p(rn) = p0
∑
l,m

(
d̃ml,nψ̂

m
l (rn) + cml,nψ

m
l (rn)

)
.

Первое слагаемое представляет собой эффективное падающее поле на n-ую
частицу с коэффициентами

d̃ml,n = dml,n +
N∑
s ̸=n

∑
ν,µ

Sµm
νl (δns)c

µ
νs

определяемыми внешним падающимполем, переразложенным относительно
n-й системы координат с использованием теоремы сложения (6)

dml,n =
∑
ν,µ

dµν Ŝ
µm
νl (δn)

и полями рассеяния от всех остальных частиц.
Используя введенные обозначения, а также учитывая ортогональность

сферических гармоник (приложение А), система (4) для каждого l,m запи-
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сывается в видеd̃ml,njl(kan) + cml,nhl(kan) = gml,njl(knan)

d̃ml,nj
′

l(kan) + cml,nh
′

l(kan) = gml,nj
′

l(knan)γj
, (7)

где γj = ρ0kn/ρnk, k = ω/c, kn = ω/cn, n = 1 . . . N . Из данной системы,
принимая известными d̃ml,n, можно получить связь коэффициентов падающего
на частицу поля и рассеянного

cml,n = tn,ld̃
m
l,n, (8)

где tn,l - элементы, из которых можно составить матрицу, называемую Т-
матрицей n-й частицы. Они определяются лишь частотой падающего поля,
параметрами окружающей среды и параметрами n-й частицы и не зависят от
других рассеивателей. Выражение для элемента Т-матрицы в случае сжима-
емой сферической частицы

tn,l =
γjjn(kaj)j

′

n(kjaj)− jn(kjaj)j
′

n(kaj)

−γjhn(kaj)j ′n(kjaj) + jn(kjaj)h
′
n(kaj)

. (9)

Отметим, что если бы d̃ml,n = dml,n, то (8) являлось бы решением задачи рассея-
ния на уединенной частице. Поскольку это не так, то (8) представляет собой
систему линейных алгебраических уравнений с неизвестными коэффициен-
тами рассеяния

cml,n = tn,l

dml,n +∑
s ̸=n

∑
ν,µ

Sµm
νl (δns)c

µ
νs

 . (10)

Таким образом, зная связь коэффициентов рассеяния с коэффициентами па-
дающего поля при рассеянии на одной частице систему (7) удалось свести к
в два раза меньшей (10).

Эта система является бесконечной, поскольку в выражениях (2), (3) ряд
является бесконечным. Для численного решения полученной системы (10)
необходимо зафиксировать порядок мультипольного разложения L: теперь
суммирование по l в 2, 3 будет до L.
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Если обозначить наборы коэффициентов cml,n, dml,n за вектора c и d, а на-
боры базисных функций за ψ, ψ̂ то поле давления (2) может быть записано
в следующем виде

p = p0(ψ̂ · d+ψ · c).

Тогда уравнение (10) можно записать в матричном виде

M · c = Td, M = 1− TS. (11)

Здесь T - блочно-диагональная матрица, составленная из Т-матриц каждой
частицы. Матрица S - блочная матрица, каждый из блоков которой опреде-
ляется взаимным расположением двух частиц и состоит из коэффициентов
переноса Sµm

νl (δns).
Таким образом задача рассеяния может быть сведена к решению систе-

мы линейных алгебраических уравнений с матрицей размером

N · (L+ 1)2 ×N · (L+ 1)2.

Решив эту систему, может быть найдено итоговое поле давление сразу во всех
точках пространства.

1.2 Вычисление интегральных величин
В терминах коэффициентов мультипольного разложения могут быть

выражены сечения рассеяния и экстинкции, а также акустические силы. Для
определения этих величин используются выражения (28), (29), а также удоб-
но воспользоваться теоремой (31) из приложения А, позволяющей преобра-
зовывать интегралы от величин, представимых в виде мультипольных рядов
к сумме попарных произведений коэффициентов этих разложений.

Поток энергии рассеяния может быть определен как [17]

Wsc =

∫
∂BR

1

2
Re(psc∗vscr )dS,

где интегрирование производится по поверхности сферы BR, окружающей
ансамбль частиц, а подынтегральное выражение является радиальной компо-
нентой акустического аналога вектора Пойнтинга. Здесь и далее * означает

14



комплексное сопряжение. Поверхность интегрирования может быть смеще-
на на поверхности самих частиц, тогда

W sc =
N∑
n

W sc
n =

1

2ωρ0

N∑
n

Im
∫
∂Bn

psc∗∂rp
scdS.

Нормируя на интенсивность падающей волны I0, можно получить выраже-
ние для сечения рассеяния через уже найденные в разделе 1.1 коэффициенты
мультипольного разложения [17]

σsc =
Wsc

I0
=
α

I0

N∑
n

∑
l,m

|cml,j|2 +
α

I0

N∑
n

∑
l,m

N∑
s ̸=n

∑
ν,µ

cm∗
l,n c

µ
ν,sŜ

µm
νl (bns). (12)

Аналогично, выражение для сечения экстинкции может быть записано как

σex = − 1

I0

∫
∂BR

1

2
Re(psc∗vincr + pinc∗vscr )dS = −α

I0

N∑
n

Re
∑
l,m

cml,nd
m∗
l,n . (13)

Здесь α = |p0|2
2ωρ0k

.
Акустическая сила, действующая на n-ю частицу в общем виде может

быть представлена в виде интеграла по поверхности, окружающей n-ую сфе-
ру [18]

Fn = −
∫
∂Bn

П̂ · ndS,

где П̂ - тензор плотности потока импульса звукового поля.

П̂ =
1

4

(
β0|p|2 − ρ0|v|2

)
Î+

1

2
Re(ρ0vv∗).

Тогда, используя перечисленные выше тождества, декартовы компоненты си-
лы, действующей на n-ю частицу, могут быть записаны в виде [18], [15]

Fx,n + iFy,n =
iE0

2k2

∑
m,l

fml

[
τl,nd̃

m
l,nd̃

m+1∗
l+1,n + τ ∗l,nd̃

−m∗
l,n d̃−m−1

l+1,n

]
(14)

Fz,n =
E0

k2
Im

∑
m,l

gml τl,nd̃
m
l,nd̃

m∗
l+1,n

, (15)
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где введены следующие обозначения

fml =

√
(l +m+ 1)(l +m+ 2)

(2l + 1)(2l + 3)
, gml =

√
(l −m+ 1)(l +m+ 1)

(2l + 1)(2l + 3)
,

E0 =
1

2
β0p

2
0, τl,n = tl,n + t∗l+1,n + 2tn,lt

∗
l+1,n.

Таким образом, используя выражения (12), (13), (14) могут быть найдены си-
лы и сечение рассеяния без использования методов численного интегрирова-
ния.

1.3 Вычисление коэффициентов переноса
Для составления матрицы системы (11) необходимо вычислить коэф-

фициенты переноса Smµ
lν и Ŝmµ

lν , используемые в теореме сложения (5) при
составлении матрицы S и выражающиеся через базисные функции ψ̂, ψ и ко-
эффициент Гаунта

Smµ
lν (δ) = 4π(−1)µ+ν+Q

Q∑
q=0

(−1)qψm−µ
q0+2q(δ)G(l,m; ν,−µ; q0 + 2Q)

Ŝmµ
lν (δ) = 4π(−1)µ+ν+Q

Q∑
q=0

(−1)qψ̂m−µ
q0+2q(δ)G(l,m; ν,−µ; q0 + 2Q).

Значения Q, q0 определяются для каждого l, n, ν, µ

Q = (l + ν − q0)/2

q0(l,m; ν, µ) =



|l −m| если |l − ν| ⩾ |m+ µ|

|m+ µ| если |l − ν| < |m+ µ| и

l + ν + |m+ µ| четное

|m+ µ|+ 1 если |l − ν| < |m+ µ| и

l + ν + |m+ µ| не четное

.

Коэффициенты Гаунта G выражаются через 3j-символы Вигнера

G(l,m; ν, µ; q) = (−1)m+µκ

(
l ν q

0 0 0

)(
l ν q

m µ −m− µ

)
,
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где κ =
√

(2l + 1)(2ν + 1)(2q + 1)/(4π). Поскольку при составлении систе-
мы приходится производить большое количество вычислений этих коэффи-
циентов, то важно отметить, что быстрое вычисление 3j-символов Вигнера с
высокой точностью является важной и нетривиальной задачей. Существуют
различные методы вычисления этих символов. Точное вычисление с исполь-
зованием арифметики чисел с плавающей запятой является сложным из-за
потери точности при многократном суммировании больших чисел чередую-
щихся знаков. Использование же целочисленной арифметики является про-
блематичным из-за необходимости вычисления факториалов больших чисел.
В связи с этим был использован метод, реализованный в [19], где использо-
валось следующее их представление(

a b c

α β γ

)
= (−1)a−b−γ

√
∆(a, b, c)×

∑
t

(−1)t
√

(a+ α)!(a− α)!(b+ β)!(b− β)!(c+ γ)!(c− γ)!

t!(c− b+ t+ α)!(c− a+ t− β)!(a+ b− c− t)!(a− t− α)!(b− t+ β)!

∆(a, b, c) = (a+ b+ c)!(a− b+ c)!(−a+ b+ c)!/(a+ b+ c+ 1)!

В данном выражении суммирование производится по всем t, для которых ар-
гументы факториалов являются неотрицательными.

Алгоритм, используемый для эффективного вычисления заключается
в следующем: заранее составлялась таблица факториалов, факторизованных
на простые множители; далее, в представлении чисел в виде массивов из сте-
пеней разложения на простые числа, производится поиск наибольшего об-
щего множителя числителя и знаменателя, вычисление дробей, извлечение
корней и другие операции. Благодаря этому алгоритму удалось обеспечить
точность, близкую к машинной, а также наилучшую по сравнению с други-
ми алгоритмами скорость [19].

1.4 Анализ сходимости
При непосредственной реализации разложение по базисным сфериче-

скимфункциям не является бесконечнымрядом, а ограничивается некоторым
порядком мультипольного разложения L. В таком приближении становится
возможным составить конечную систему на коэффициенты разложения и ре-
шить ее, однако это влечет за собой неточность решения, поэтому при ис-
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пользовании метода Т-матриц необходимо учитывать некоторые особенно-
сти используемого подхода.

Рассмотрим разложение падающей плоской акустической волны дав-
ления по базисным функция ψ̂(r) [14]

pinc = p0eikr =
∑
l,m

dml jl(kr)Y
m
l (θ, ϕ), dml = 4πilY m∗

l (θk, ϕk), (16)

где θk, ϕk обозначают направление волнового вектора k. Коэффициенты раз-
ложения dml не являются убывающими, поэтому важна сходимость ряда в за-
висимости от аргумента базисныхфункций kr. В качестве примера, на рисун-
ке 3 приведена относительная погрешность при разложении (16) поля давле-
ния в плоскости xz. В данном случае, плоская волна, распространяющаяся
вдоль оси y раскладывалась в мультипольный ряд до трех различных поряд-
ков L и в каждой точке плоскости сравнивалось полученное поле давления с
точным значением.
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Рисунок 3 – Относительная ошибка при разложении плоской волны
давления в мультипольный ряд в зависимости от расстояния до центра

разложения для различных мультипольных порядков L

При решении задачи рассеяния роль параметра kr принимает параметр
размера частицы ka (a - радиус частицы), поскольку при удовлетворении гра-
ничных условий (7), что в методе Т-матриц соответствует вычислению Т-
матрицы частицы, рассчитываются значения базисных функций на поверх-
ности частицы. Чтобы оценить влияние параметра ka на точность решения
задачи рассеяния методом Т-матриц, было вычислено значение сечение экс-
тинкции в зависимости от порядка мультипольного разложения L, в случае
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рассеяния плоской акустической волны на одной частице с разными парамет-
рами размера ka. По построенному графику ошибки сечения рассеяния (ри-
сунок 4) видно, что при увеличении размера частицы, для одного и того же
порядка разложения ошибка возрастает. Также, для частиц, размеры которых
сильно меньше длины волны (малый параметр ka), скорость сходимости го-
раздо больше, чем для рассеивателей, размеры которых сравнимы с ней. Это
связано с тем, что чем меньше частица, тем больше ее рассеяние похоже на
рассеяние точечного источника (монополя). Также интересно отметить, что
для частиц, размеры которых отличаются в два раза, для достижения одина-
ковой точности необходимо использовать в два раза больший порядок разло-
жения.
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Рисунок 4 – Скорость сходимости при вычислении сечения рассеяния при
решении задачи рассеяния на одной частице для разных размеров частицы в

зависимости от мультипольного порядка разложения

Помимо этого, для нахождения точного решения, необходимо учиты-
вать расстояние между соседними частицами. В качестве модели для демон-
страции этого была рассмотрена система из двух одинаковых частиц c па-
раметрами размера ka ≈ 1, расположенных на оси x на обезразмеренном
расстоянии kδ друг от друга в поле плоской акустической волны, с волновым
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вектором, направленным в плоскости (x, z) под углом сорок пять градусов
(рисунок 5 б).
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Рисунок 5 – Модели систем, используемых для верификации и анализа
сходимости

На рисунке 6 построены зависимости ошибок при вычислении сечения
рассеяния, а также x компоненты акустической силы, действующей на верх-
нюю частицу, от порядка мультипольного разложения L для различных kδ.
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Рисунок 6 – Сходимость а) сечения рассеяния б) x-компоненты силы при
решении задачи рассеяния на двух частицах для разных расстояний между

ними в зависимости от мультипольного порядка разложения

Можно наблюдать, что чем меньше расстояние между частицами, тем
больше необходимый порядок разложения для достижения заданной точно-
сти. Когда расстояние между частицами составляет несколько длин волн,
определенная точность решения достигается при меньших L. С физической
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точки зрения, при близко-расположенных частицах значительный вклад со-
здают эффекты, связанные с многократным перерассеянием акустических
полей, что соответствует тому, что рассматривать ансамбль частиц, как на-
бор уединенных рассеивателей нельзя. С математической точки зрения, роль
перерассеяния учитывается при использовании теоремы сложения для сфе-
рических функций, поскольку она позволяет учитывать вклад в эффективное
падающее поле на частицу от рассеянных полей остального ансамбля. Как
видно из выражений (5), (6) каждая из базисных функций ψm

l преобразуется
в ряд из базисных функций ψ̂µ

ν всех порядков ν, µ (ν = 0 . . . L, µ = −ν . . . ν)
и при небольшом расстоянии между частицами вклады от мультиполей выс-
ших порядков при переразложении возрастают.

1.5 Время работы
На время выполнения программы влияние оказывают два фактора: ко-

личество частиц N и порядок мультипольного разложения L. Для оценки
влияния каждого из них на временную сложность работы программы были
построены графики зависимости времени выполнения программыот порядка
разложения L для различного числа частиц (рисунок 7), а также от количе-
ства рассеивателей N для нескольких порядков мультипольного разложения
(рисунок 8). При этом суммарное время работы программы разделялось на
составление общей матрицы системы и ее решения, и времени вычисления
интегральных величин (акустические силы, сечение экстинкции).
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Рисунок 7 – Время а) составления системы и ее решения, б) вычисления
сил, действующих на каждую из частиц в зависимости от порядка

мультипольного разложения для разного числа частиц
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Рисунок 8 – Время составления системы и ее решения в зависимости от
количества частиц для разных порядков мультипольного разложения

В качестве модели для такой задачи была рассмотрена система из
N = n2, n = 1 . . . 8 одинаковых частиц размеров порядка длины волны, рас-
положенных в узлах прямоугольной сетки так, что расстояние между двумя
соседними рассеивателями было порядка длины волны. Графики были по-
строены в логарифмической шкале. По углу наклона графиков видно, что
зависимость времени составления (и решения) системы квадратичная по от-
ношению к количеству частиц (рисунок 8) и является функцией 4 степени по
отношению к порядку разложения (рисунок 7). Такие зависимости определя-
ются тем, что основная часть времени работы программы уходит на состав-
ление матрицы системы, размер которой -N · (L+1)2×N · (L+1)2. Это со-
ответствует результатам временного профилирования программы, представ-
ленного в таблице 1.

Построенные данные относятся к моделированию, выполненному с ис-
пользованием ЦП AMD Ryzen 5 5600H 3.3GHz.

1.6 Верификация
Для верификации корректности работы программы было произведено

сравнение результатов, полученных с помощью реализованной программы,
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Таблица 1 – Cоотношение времен работы различных этапов программного
цикла для различных порядков мультипольного разложенияL и числа частиц
N

– Составление системы Решение системы Расчет сил
N = 4, L = 4 95.56 % 3.63 % 0.81 %
N = 4, L = 8 99.00 % 0.85 % 0.15 %
N = 36, L = 4 99.28 % 0.67 % 0.05 %
N = 36, L = 8 99.31 % 0.68 % 0.01 %

основанной на методе T-матриц, с результатами, полученными при модели-
ровании рассеяния с использованием программного обеспечения для числен-
ного решения задач рассеяния, основанного на методе конечных элементов
(МКЭ), а также с аналитическим решением задачи рассеяния на одной части-
це.

В качестве системы с одной частицей была рассмотрена задача рассе-
яния плоской акустической волны, распространяющейся вдоль оси z на ча-
стице из аэрогеля в воздухе (рисунок 5 a). Используемые параметры частиц,
окружающей среды и падающего поля представлены в таблице 2 под номе-
ром 1. В рассмотренном примере задача является осесимметричной и выра-

Таблица 2 – Таблица параметров

– № 1 № 2
Плотность частиц 67.375 кг/м3 997 кг/м3

Скорость звука в частицах 97.54 м/с 1403 м/с
Радиусы частиц 1 м 1 м
Плотность среды 1.225 кг/м3 1.225 кг/м3

Скорость звука в среде 331 м/с 331 м/с
Амплитуда давления 1 Па 1 Па

жения для силы F , действующей вдоль оси z, и, например, сечения рассеяния
принимают более простой вид

σsc =
4π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1)|tl|2. (17)

F = Fz = −2π

k2
p20β0

∞∑
l=0

{(2l + 1)Re(tl) + 2(l + 1)Re(t∗l tl+1)}. (18)
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Для такой системы с помощью метода Т-матриц был построен спектр сече-
ния рассеяния и акустической силы, которые, как видно на рисунке 9 точно
согласуются со спектрами полученными по формулам (17), (18).
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Рисунок 9 – Сопоставление а) сечений рассеяния б) z-компоненты силы,
действующей на частицу из аэрогеля в воздухе, полученных с помощью

метода Т-матриц и используя аналитическое решение

Также была рассмотрена система из двух водяных частиц в воздухе в
поле плоской акустической волны, распространяющейся с волновым векто-
ром, направленным под углом θ = 45 градусов в плоскости (x, z) (рисунок 5
б). Используемые параметры частиц, окружающей среды и падающего поля
представлены в таблице 2 под номером 2. Для такой модели были построе-
ны спектры сечения рассеяния и компонент Fx и Fz акустической силы, дей-
ствующей на левую частицу с помощью метода Т-матриц. Для сравнения, с
использованием программного обеспечения для решения физических задач
COMSOL Multiphysics, реализующего численный метод конечных элемен-
тов, на нескольких частотах были вычислены значения сечения рассеяния и
компонент акустических сил. Как видно на рисунке 10, результаты также хо-
рошо согласуются.
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Рисунок 10 – Сопоставление а) сечений рассеяния б) ненулевых компонент
сил, действующих на одну из частиц воды в воздухе, полученных с
помощью метода Т-матриц и используя метод конечных элементов в

COMSOL Multiphysics
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2 Акустическое связывание
Благодаря реализованному методу Т-матриц становится возможным

исследовать эффекты акустического связывания, возникающие при рассея-
нием акустических волн на ансамблях сферических частиц. При помещении
частицы в звуковое поле на нее начинают действовать силы, вызванные рас-
сеянием на ней акустической волны, однако в случае нескольких объектов,
наблюдается более сложное итоговое распределение полей. Благодаря эф-
фектам многократного перерассеяния, усиливающимся при уменьшении рас-
стояния между рассеивателями, возникают дополнительные силы, влияющие
на поведение частиц, вызванные интерференцией внешнего и рассеянных по-
лей. Частицы, находясь в полях перерассеяния друг друга стремяться занять
положение, в которых сила, действующая на них, минимальна. Благодаря та-
кому поведению образовываются устойчивые конфигурации ансамблей (ри-
сунок 11). Интерес вызывают особенности такой самоорганизации, которые
могут возникать при резонансном рассеянии.

Рисунок 11 – а) Начальная и устойчивая конфигурации ансамбля частиц в
плоской стоячей волне б) силы, действующие на рассмотренные частицы в

зависимости от расстояния между частицами. Графики взяты из [16]

2.1 Исследование
Для исследования поведения резонансных частиц будет рассматривать-

ся система из нескольких сферических частиц из аэрогеля в воздухе. Аэро-
гели представляют собой преимущественно мезопористые твердые вещества
с открытыми порами с большой внутренней пористостью и, следовательно,
низкой плотностью [20]. Используемые параметры частиц, окружающей сре-
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ды и падающего поля представлены в таблице 2 под номером 2. Благодаря
низким плотности и скорости распространения звуковых волн в аэрогеле, ста-
новится возможным наличие резонансных эффектов при рассеянии (влияние
поглощения не учитывается). Для подтверждения этого, с использованием
описанного выше метода Т-матриц, был построен график (рисунок 12) зави-
симости сечения рассеяния от эффективного размера частицы, при рассея-
нии на ней плоской акустической волны давления с волновым вектором k,
направленным в плоскости (x, z) вдоль оси z (рисунок 5 а).
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Рисунок 12 – Спектр сечения рассеяния плоской волны на одной частице из
аэрогеля для различных мультипольных порядков

Положения по горизонтальной оси наблюдаемых резонансов совпада-
ют с положениями резонансов соответствующих мультипольных порядков l
элементов T-матрицы частицы 9, определяющих рассеяние. При дальнейшем
рассмотрении, в качестве резонанса, вблизи которого будет исследоваться по-
ведение рассеивателей, был выбран монопольный резонанс (l = 0).

Далее, была рассмотрена система из двух частиц из аэрогеля с радиуса-
ми a в поле двух плоских акустических волн, распространяющихся на встре-
чу друг другу вдоль оси x (волновые вектора в плоскости (x, z)) и образую-
щих стоячую волну (рисунок 13 а). Частицы были расположены в пучности
стоячей волны (x = 0, y = 0, z = ±δ/2).
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Рисунок 13 – Рассматриваемые модели при исследовании акустического
связывания

Благодаря такой конфигурации, z-компоненты возникающих сил, дей-
ствующих на каждую из частиц, будут противоположных знаков, а x- и y-
компоненты тождественно равны 0. Возникающие z-компоненты силы бу-
дут определяться возникающими полями рассеяния от каждой из частиц и
определяться расстоянием δ между ними. Для различных длин волн, обес-
печивающих параметр ka была построена зависимость z-компоненты силы,
действующей на верхнюю частицу, а также сечение рассеяния, в зависимо-
сти от расстояния kδ между ними (рисунок 14).
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Рисунок 14 – а) Сечение рассеяния б) z-компонента силы, действующая на
верхнюю частицу в случае рассеяния стоячей волны на двух сферических

частицах из аэрогеля

Поскольку графики были построены для частот вблизи монопольно-
го резонанса, то при приближении к нему по горизонтальной оси наблюда-
ется рост сечения рассеяния а также амплитуды силы. По левому графику
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можно наблюдать положение (по горизонтальной оси) монопольного резо-
нанса, причем оно не является постоянным, что подчеркивает зависимость
резонансной частоты не только от параметров частиц в окружающей среде,
но и их взаимного расположения. Также по этому графику видно чередо-
вание знаков силы в зависимости от расстояния между частицами, а также
ее обращение в ноль на некоторых расстояниях. Такие положения соответ-
ствуют положениям равновесия, причем их устойчивость определяет устой-
чивость конфигурации двух частиц с соответствующим расстоянием между
ними. Положения где сила обращается в ноль и при небольшом увеличении
kδ становится отрицательной являются устойчивыми, поскольку сила пре-
пятствует изменению расстояния между частицами. В случае, когда сила ме-
няется с отрицательной на положительную при увеличении kδ, положение
является неустойчивым.

Аналогичные графики могут быть получены для подобной системы из
трех частиц аэрогеля одинакового размера a в поле стоячей волны. Централь-
ная частица расположена в нуле глобальной системы координат, а две сосед-
ние находятся в координатах ±δ по оси z (рисунок 13 б). Благодаря такому
расположению, силы, действующей на центральную частицу, не будет, а для
крайних частиц, они будут противоположны по направлению и направлены
по оси z. Из графика на рисунке 15 б видно, что z-компонента сила так же ос-
циллирует при изменении расстояния между частицами, что сопровождает-
ся чередованием положений равновесия. Однако можно заметить, что линии

0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 1.05
2.5
5.0
7.5

10.0
12.5
15.0
17.5

−200

−100

0

100

200

С
еч

ен
ие

 р
ас

се
ян

ия
, σ

sc

Параметр размера, ka

П
ар

ам
ет

р 
ра

сс
то

ян
ия

, k
δ

0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 1.05
−10

−5

0

5

10

Параметр размера, ka

С
ил

а,
 F

z 
(Н

)
1e-5

а б

Рисунок 15 – а) Сечение рассеяния б) z-компонента силы, действующая на
верхнюю частицу в случае рассеяния стоячей волны на трех одинаковых

сферических частицах из аэрогеля
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нулей искажаются: вблизи резонанса наблюдается их характерный изгиб, на
этом промежутке вблизи неустойчивого положения равновесия появляется
еще одно устойчивое и одно неустойчивое равновесие.

Еще более интересная ситуация происходит если в последней систе-
ме изменить размер центральной частицы (обозначим его a′ = 1.03a, рису-
нок 13 в). Благодаря изменению размера одной частицы, можно наблюдать
расщепление резонансов на рисунке 16 а. Поскольку монопольный резонанс
для частицы соответствует определенному значению ka, то для частицы с
a′ он будет на другой частоте, поэтому в спектре сечения рассеяния появ-
ляется дополнительный резонанс. Сила, действующая на центральную ча-
стицу, по-прежнему останется нулевой, а поведение силы, действующей на
верхнюю частицу, значительно изменится (рисунок 16 б). У линии нулей для
z-компоненты силы между положениями резонанса наблюдается изгиб. Од-
нако появляется еще вертикальная линия нулей силы и ветвления левее нее.
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Рисунок 16 – а) Сечение рассеяния б) z-компонента силы, действующая на
верхнюю частицу в случае рассеяния стоячей волны на трех сферических

частицах разных размеров из аэрогеля

2.2 Монопольное взаимодействие
На данный момент были описаны результаты моделирования акустиче-

ского рассеяния плоской стоячей волны на нескольких резонансных частицах
с помощью метода Т-матриц по определению положений устойчивого рав-
новесия, а также отмечено некоторое соответствие особенностей положений
равновесия с положениями монопольных резонансов в спектре сечения рас-
сеяния. Однако для более строгого анализа и объяснения подобного поведе-
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ния необходимо воспользоваться формализмом монопольных поляризуемо-
стей и функций Грина.

Поскольку рассматриваемые эффекты наблюдались вблизи монополь-
ного резонанса, то каждый из рассеивателей можно рассматривать как моно-
польный источник рассеянных полей. Поле давления, возбуждаемое монопо-
лем [21]

pM(r) = −ρ0ck
2

4π
M
eikr

ikr
= −ρ0ck

2

4π
Mh0(kr), (19)

гдеM характеризует амплитуду рассеянных полей, создаваемых источником.
Монопольная компонента рассеянного поля, представленного монопольным
рядом

psc(r) = p0c
0
0 h0(kr)Y

0
0 (r), c00 = t0d

0
0, (20)

где d00, t0 монопольные коэффициент разложения падающего поля и элемент
матрицы рассеяния (9), c00 - монопольный коэффициент рассеянного поля.
Сравнивая (19) с (20), можно получить, что

M = −2p0
√
π

ρ0ck2
c00. (21)

Из выражений (19), (20), (21) следует, что амплитуда рассеяния монополя
M определяется только монопольным коэффициентом разложения падаю-
щего поля d00 и соответствующим элементом матрицы рассеяния. Поскольку
jn(0) = 0 ∀n ̸= 0, то падающее поле давления в нуле определяется только
монопольным коэффициентом. Это означает чтоM можно определить через
внешнее поле давление в точке источника, а также величину, характеризую-
щую рассеивающие свойства частицы. Таким образом, вводя монопольную
поляризуемость αM [22]

M = −iωβ0αMp
inc(r0), αM = −i4π

k3
t0.

Обычно [21], для описания монопольного излучения вводят функцию Грина
G(r, r0), являющуюся по определению решением уравнения Гельмгольца для
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точечного источника

(∇2 + k2)G(r, r0) = −δ(r− r0) =⇒

G(r, r0) =
eik|r−r0|

4π|r− r0|
=
ik

4π
h0(k|r− r0|).

Окончательно, для поля монопольного рассеивателя можно записать

psc(r) = iρ0ωG(r, r0)M = k2G(r, r0)αMp(r0), (22)

где p(r0) = pinc(r0). Используя введенные термины, может быть получено
[22] выражение для акустической силы, действующую на монопольM

Fi = − 1

2ω
Im(M ∗∇pinc). (23)

В случае двух рассеивателей во внешнем поле pinc, поскольку каждый
из них является монопольным излучателем, установившееся поле давление
можно представить в виде

p = pinc + psc,1 + psc,2, psc,i(r) = iρ0ωG(r, r0,i)Mi,

где Mi, i = 1,2 является эффективной амплитудой монопольного рассеяния
каждой из частиц, в которой учитываются вклады от перерассеяния между
ними (рисунок 17). Для их определения необходимо решить систему

z

x y
r0,2

r0,1

M1

M2

G(r0,2; r0,1)

Рисунок 17 – Взаимодействие двух монополей
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M1 = −iωβ0α1
M [pinc(r0,1) + iρ0ωG(r0,1, r0,2)M2]

M2 = −iωβ0α2
M [pinc(r0,2) + iρ0ωG(r0,2, r0,1)M1]

, (24)

где αi
M , i = 1,2 соответсвует монопольной поляризуемости i-й частицы, а

каждая из строчек системы означает, что соответствующая частица находит-
ся в эффективном падающем на нее поле, создаваемым внешним полем дав-
ления и рассеянным от другой частицы. Эти выражения можно получить за-
писывая вклады в амплитуды Mi от каждого из бесконечного числа актов
перерассеяния. Решая систему, получаем

Mi = −iωβ0α̃i
M

[
pinc(ri) + k2G(ri, rj)αj

Mp
inc(rj)

]
,

где i, j = (1,2), (2,1), α̃i
M - введенная по аналогии с (21) эффективная моно-

польная поляризуемость

α̃i
M =

αi
M

1− k4G(r0,i, r0,j)αj
MG(r0,j, r0,i)αi

M

. (25)

Поправка в знаменателе соответствует влиянию взаимодействия монополей
на их поляризуемости (рисунок 17). Зная эффективную поляризуемость, ис-
пользуя (23) можно найти силу, действующую на каждый из монополей, от-
личие будет заключаться в том, что теперь градиент будет взят не только от
падающего поля, но и от рассеянного другой частицей, что сведется к взятию
градиента по первому аргументу функции Грина (22)

F =
β0
2

[
Re(α̃1

M)Re(α̃2
MY ) + Im(α̃1

M)Im(α̃2
MY )

]
, (26)

где

Y =pinc∗(r0,1)∇pinc(r0,1) + α2k
2G∗(r0,1, r0,2)pinc∗(r0,2)∇pinc(r0,1)

+k2∇G(r0,1, r0,2)pinc∗(r0,1)pinc∗(r0,2)
+α2∗

Mk
4G∗(r0,2, r0,1)∇G(r0,1, r0,2)|pinc(r0,2)|2

+α1
Mk

4G(r0,2, r0,1)∇G(r0,1, r0,2)|pinc(r0,1)|2

+α2∗
Mα

1
Mk

6|G(r0,2, r0,1)|2∇G(r0,1, r0,2)pinc∗(r0,2)pinc∗(r0,1).
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Аналогичная система получается для рассеяния на трех монополях
M1 = −iωβ0α1

M [pinc(r0,1) + iρ0ωG(r0,1, r0,2)M2 + iρ0ωG(r0,1, r0,3)M3]

M2 = −iωβ0α2
M [pinc(r0,2) + iρ0ωG(r0,2, r0,1)M1 + iρ0ωG(r0,2, r0,3)M3]

M3 = −iωβ0α3
M [pinc(r0,3) + iρ0ωG(r0,3, r0,1)M1 + iρ0ωG(r0,3, r0,2)M2]

.

Решая ее, можно также найти эффективные поляризуемости, поля рассеяния
и силы, действующие на каждую из частиц. Результаты являются более гро-
моздкими, но приведены в приложении Б.

2.3 Анализ
Благодаря полученным аналитическим выражениям становится воз-

можным лучший анализ результатов, полученных в разделе 2. Аналогично
графику сечения рассеяния, изображенном на рисунке 14 а, в случае рассе-
яния стоячей плоской волны на двух монопольных частицах, был построен
график (рисунок 18 а) вещественной части эффективной поляризуемости (25)
для верхней частицы, а также вычислена z-компоненты силы, действующая
на эту частицу.Значения силы, вычисленные с помощью формул в преды-
дущем разделе совпадают с значениями, полученными с помощью метода
Т-матриц в разделе 2, что иллюстрирует график абсолютной ошибки на ри-
сунке 18 б.
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Рисунок 18 – а) Поляризуемость б) модуль абсолютной ошибки при
сравнении z-компоненты силы, действующей на верхнюю частицу,

вычисленной с помощью метода Т-матриц и используя функции Грина, в
случае рассеяния стоячей волны на двух сферических частицах из аэрогеля
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Аналогичное соответствие наблюдается и в случае рассмотренных вы-
ше систем из трех частиц (рисунок 21 в приложении Б), где также приведены
графики для эффективных поляризуемостей в случае трех частиц.

Из формулы (26) видно, что взаимодействие частиц во многом опреде-
ляется эффективными поляризуемостями частиц. Изменение знака поляри-
зуемости влечет за собой изменение фазы поля рассеяния от рассматривае-
мой частицы, в котором находятся другие частицы. В свою очередь, измене-
ние знака поляризуемости последних приводит к изменению их эффектив-
ных моментов.

Анализируя график на рисунке 18 а, можно видеть, что вещественная
часть поляризуемости верхней частицы при некоторых значениях ka изме-
няет знак, однако характер взаимодействия не изменяется, что объясняется
тем, что из выражения (25) следует, что знак поляризуемости нижней части-
цы также изменяется. Благодаря синхронному изменению знака поляризуе-
мости взаимодействие частиц не изменяется.

В случае трех одинаковых частиц, поскольку сила, действующая на
верхнюю частицу, определяется ее взаимодействием как с нижней частицей,
так и с центральной, то отличие в их положениях даст особенность, кото-
рая наблюдается на графике z-компоненты силы на рисунке 15 б вблизи мо-
нопольного резонанса, соответствует коллективному резонансу и описыва-
ется поправкой в знаменателе эффективной поляризуемости (34), аналогич-
ной (25).

При изменении размера центральной частицы наблюдается сдвиг меж-
ду нулями эффективных поляризуемостей частиц разных размеров. На ри-
сунке 19 построены графики зависимости их вещественных и мнимых ча-
стей. Из графика на рисунке 20 видно, что нулям вещественных частей поля-
ризуемостей соответствуют нули z-компоненты силы. Отметим, что посколь-
ку в первом нуле как вещественная, так и мнимая части эффективных поля-
ризуемостей α̃M верхней и нижней частиц малы (рисунок 19) , то основной
вклад в силу, действующую на верхнюю частицу, вблизи этого нуля дает ее
взаимодействие с центральной частицей. Таким образом, изменение знака в
силе вблизи этого нуля поляризуемости для всех kδ обусловлено сменой зна-
ка вещественной части поляризуемости для верхней частицы и сохранением
знака у центральной.
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Рисунок 20 – Сопоставление особенностей в поведении z компоненты силы,
действующей на верхнюю частицу с нулями поляризуемостей, в случае трех

частиц из аэрогеля разных размеров
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Такого эффекта не возникало в предыдущих случаях из-за одновремен-
ной смены знака при определенных ka у поляризуемостей и стало возмож-
ным для наблюдения при расщеплении резонансов. Помимо этого, благодаря
сдвигу между положениями резонансов для разного размера частиц, наблю-
дается заметное искривление линий в области между этими резонансами, со-
ответствующих положениям устойчивых равновесий частиц. Начало и конец
характерных углублений на графиках этих линий совпадают со второй сме-
ной знака поляризуемостей вблизи резонанса по ka. Физически, подобное
поведение вблизи резонанса системы из трех различных частиц, интересно
тем, что крайние частицы, находясь в положениях равновесия в поле стоя-
чей волны на частоте близкой к резонансной, при небольшом изменении этой
частоты, совершат скачкообразный переход в новое положение равновесия
(рисунок 20). Этот эффект может быть использован для манипулирования
частицами.

37



ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе был описан метод Т-матриц, позволяющий быстро

и точно рассчитывать акустические силы и рассеяние в ансамбле сфериче-
ских частиц. На основе этого метода был реализован пакет для моделиро-
вания акустического рассеяния и вычисления сил на языке программирова-
ния Python [23] для моделирование рассеяния, а также вычисления акусти-
ческих сил и сечений рассеяния. С использованием реализованного подхода
было исследовано акустическое связывание нескольких резонансных частиц
и описаны особенности в их поведении при рассеянии на них плоской стоя-
чей волны на частоте монопольного резонанса. Эти особенности были про-
анализированы аналитически в приближении монопольного рассеяния.
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ПРИЛОЖЕНИЕ А
Сферические функции

При решении уравнении Гельмгольца в сферических координатах, поле
давления может быть записано, с использованием разделения переменных, в
виде

p(r, θ, ϕ) = R(r)Θ(θ)Φ(ϕ). (27)

Решение приведено, например в [21]. Зависимость от углов определяется
функциями Y m

l (θ, ϕ). В данной работе используются следующее выражение
для сферических гармоник

Y m
l (θ, ϕ) =

√
2n+ 1

4π

(n−m)!

(n+m)!
eimϕPm

l (cos θ),

где Pm
l (cos θ) - присоединенные полиномы Лежандра

Pm
l (x) = (−1)m(1− x2)m/2 d

m

dxm
Pl(x),

где Pl - полином Лежандра степени l. Радиальная зависимость в (27) опреде-
ляется сферическими функциями Бесселя и Ханкеля первых и вторых типов
jn, yn и h1n, h2n. При решении задачи рассеяния для разложения падающего
поля используется регулярные в нуле функции Бесселя jn(kr). Для описания
рассеянного поля используются h1n(kr), поскольку они удовлетворяют усло-
виям излучения Зоммерфельда, определяющим уходящие на бесконечность
волны [14]

r

(
∂p

∂r
− ikp(r)

)
→ 0, r → ∞.

Свойство ортонормированности сферических функций∫ π

θ=0

∫ 2π

ϕ=0

Y m
l (θ, ϕ)Y m′∗

l′ (θ, ϕ) sin θdϕdθ = δmm′δll′. (28)
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Для сферический функций fn = jn, yn, h
1
n, h

2
n верны следующие рекуррент-

ные соотношения [24]

fn−1(z) + fn+1(z) =
2n+ 1

z
fn(z) (29)

nfn−1(z)− (n+ 1)fn+1(z) = (2n+ 1)f ′n(z), (30)

где n = 1,2....
Также, если есть два потенциала U, V , представимых в виде мульти-

польных рядов

U(r) =
∑
l,m

{Am
l ψ̂(r) + Bm

l ψ(r)}, V (r) =
∑
l,m

{Cm
l ψ̂(r) +Dm

l ψ(r)}

то интегралы ниже могут быть преобразованы к следующему виду [14]∫
∂B

{U∂rV − V ∂rU}dS =
i

k

∑
l,m

(−1)m{Am
l D

−m
l − Cm

l B
−m
l } (31)∫

∂B

{U∂rV ∗ − V ∗∂rU}dS = − i

k

∑
l,m

{2Bm
l D

m∗
l + Am

l D
m∗
l +Bm

l C
m∗
l }. (32)
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б
Акустическое связывание трех частиц

Аналогичная 24 система получается для рассеяния на трех монополях
M1 = −iωβ0α1

M [pinc(r0,1) + iρ0ωG(r0,1, r0,2)M2 + iρ0ωG(r0,1, r0,3)M3]

M2 = −iωβ0α2
M [pinc(r0,2) + iρ0ωG(r0,2, r0,1)M1 + iρ0ωG(r0,2, r0,3)M3]

M3 = −iωβ0α3
M [pinc(r0,3) + iρ0ωG(r0,3, r0,1)M1 + iρ0ωG(r0,3, r0,2)M2]

.

При ее решении получаются следующие монопольные моменты для всех пе-
рестановок без повторений i,j,k = (1,2,3)

Mi = −iωβ0α̃i
M [pinc(r0,i) + pij + pik + pijk + pikj − pjki] (33)

α̃i
M =

αi
M

1− αij − αik − αjk − αijk − αikj
, (34)

где

αij = k4G(r0,i, r0,j)αj
MG(r0,j, r0,i)α

i
M ,

αik = k4G(r0,i, r0,k)αk
MG(r0,k, r0,i)αi

M ,

αjk = k4G(r0,j, r0,k)αk
MG(r0,k, r0,j)α

j
M ,

αijk = k6G(r0,i, r0,j)αj
MG(r0,j, r0,k)α

k
MG(r0,k, r0,i)αi

M ,

αikj = k6G(r0,i, r0,k)αk
MG(r0,k, r0,j)α

j
MG(r0,j, r0,i)α

i
M ,

pij = k2G(r0,i,r0,j)αj
Mp

inc(r0,j),

pik = k2G(r0,i, r0,k)αk
Mp

inc(r0,k),

pijk = k4G(r0,i, r0,j)αj
MG(r0,j, r0,k)α

k
Mp

inc(r0,k),

pikj = k4G(r0,i, r0,k)αk
MG(r0,k, r0,j)α

j
Mp

inc(r0,j),

pjki = k4G(r0,j, r0,k)αk
MG(r0,k, r0,j)α

j
Mp

inc(r0,i).

Результаты сравнения сил, полученных с помощью метода Т-матриц в разде-
ле 2 в случае рассеяния на трех частицах и по формуле (23) с использованием
полученных выражений представлены на графиках 21.
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Рисунок 21 – Модуль абсолютной ошибки при сравнении z-компоненты
силы, действующей на верхнюю частицу, вычисленной с помощью метода
Т-матриц и используя функции Грина, в случае рассеяния стоячей волны на

а) трех одинаковых сферических частицах б) трех частицах разных
размеров из аэрогеля

Графики эффективных поляризуемостей, действующих на верхние ча-
стицы в случае рассеяния на трех частицах (рисунок 13 б, в) вычисленных по
формуле (34) представлены на графиках 22.
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Рисунок 22 – Эффективная поляризуемость верхней частицы для случая a)
трех одинаковых частиц б) трех частиц различных размеров
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