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СПИСОК СОКРАЩЕНИЙ И УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ
ИТ — исключительная точка
КССК — квазисвязанное состояние в континууме
ССК — связанное состояние в континууме
PML — идеально согласованный слой (от англ. perfectly matched layer)
SBC — граничное условие излучения рассеяния (от англ. scattering boundary
condition)
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ВВЕДЕНИЕ
Акустические метаматериалы позволяют создать структуры, обладаю-

щие свойствами, которые не встречаются в природе, например, нулевыми
или отрицательными показателями преломления или определенной направ-
ленностью отражённой волны [1; 2]. Акустические метаматериалы состоят из
метаатомов, в роли которых могут выступать одиночные резонаторы. Такой
способ создания метаповерхностей зарекомендовал себя не только в оптике
и фотонике [3; 4], но и в акустике [5]. Работа посвящена открытым компакт-
ным акустическим резонаторам, а именно свойствам их спектров, которые
являются одной из важнейших характеристик любого резонатора.

Одно из явлений, которые можно наблюдать в спектре открытой си-
стемы — появление связанного состояния в континууме (ССК). Это такое
состояние системы, которое имеет энергию, лежащую в области непрерыв-
ного спектра системы (континуума), но при этом не взаимодействует с мо-
дами этого континуума [6; 7]. Существует множество механизмов получения
ССК, различные реализации этих механизмов были предложены в оптике и
акустике [6–11]. Квазисвязанные состояния в континууме (КССК), которые,
в отличие от ССК, обладают конечной добротностью, были получены в ком-
пактных открытых диэлектрических резонаторах [12], однако КССК в подоб-
ных акустических системах продемонстрировано не было.

Еще одна особенность, которую можно наблюдать при изучении спек-
тра системы — исключительные точки. Исключительные точки (ИТ) — это
точки в пространстве параметров системы, в которых вырождаются соб-
ственные числа и соответствующие им собственные векторы [13; 14]. Спектр
системы в области ИТ очень чувствителен к изменению параметров системы,
что можно использовать для создания высокочувствительных сенсоров [15;
16]. ИТ могут возникать только в неэрмитовых системах [17] и часто упоми-
наются в контексте PT-симметричных систем (от англ. parity–time) [14; 18].
ИТ в PT-симметричных системах были продемонстрированы в электрони-
ке [19], оптике [13], акустике [20; 21]. PT-симметричные системы являются
лишь частным случаем неэрмитовых систем, другим частным случаем неэр-
митовых систем являются открытые компактные резонаторы, которым по-
священа работа.
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В работе [22] описано получение ИТ путем нарушения симметрии ком-
пактного оптического диэлектрического резонатора, однако в ней не было да-
но общего рецепта получения ИТ в резонаторах симметрии, отличной от ци-
линдрической.

Цель работы—обобщение механизмов полученияИТ иКССК в откры-
том компактном акустическом резонаторе при помощи теоретико-групповых
методов. В соответствие с поставленной целью были сформулированы сле-
дующие задачи:

a) теоретико-групповой анализ зависимостей собственных частот систе-
мы от ее геометрических параметров,

б) получение КССК по механизму Фридриха–Винтгена в открытом ком-
пактном акустическом резонаторе,

в) описание общего подхода к получению ИТ в резонаторе любой точеч-
ной или предельной точечной группы симметрии,

г) создание и проверка феноменологической модели, описывающей пове-
дение собственных частот резонатора вблизи ИТ.
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1 ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ВВЕДЕНИЕ В ЛИНЕЙНУЮАКУСТИКУИ
ТЕОРИЮПРЕДСТАВЛЕНИЙ
1.1 Уравнения звуковых волн
В работе рассматривается система, представляющая собой компактный

открытый акустический резонатор, то есть резонатор, окруженный неогра-
ниченной средой. Среда и резонатор жидкие или воздушные, поэтому в них
распространяются только продольные акустические волны. Материалы сре-
ды и резонатора изотропные и не имеют потерь.

В приближении малых колебаний в звуковой волне уравнение Эйлера
можно свести к уравнению

ρ(r)∂v(r, t)
∂t

+∇p(r, t) = f(r, t), (1)

где v(r, t)— скорость в звуковой волне, p(r, t)— давление в звуковой волне,
ρ(r) — плотность среды, f(r, t) — внешняя сила, действующая на единицу
объема. Уравнение непрерывности в этом приближении сводится к уравне-
нию

β(r)∂p(r, t)
∂t

+∇ · v(r, t) = 0, (2)

где β(r) — сжимаемость среды. В этом приближении при разложении коле-
баний учитываются только линейные поправки, поэтому эти уравнения на-
зывают уравнениями линейной акустики [23]. Другое название — уравне-
ния звуковых волн [24]. Скорость звуковой волны определяется выражением
c = 1/

√
ρβ, волновой вектор имеет вид k = ω/c.

Здесь и далее множество точек пространства, лежащих внутри резона-
тора, обозначается Ω, а множество точек границы резонатора — ∂Ω (рису-
нок 1). На границе резонатора выполняются условия равенства давлений и
равенства нормальных к поверхности резонатора ∂Ω компонент скорости

pin|∂Ω = pout|∂Ω , (3)

n · vin|∂Ω = n · vout|∂Ω , (4)

где индекс in соответствует давлению и скорости внутри резонатора, out — в
окружающей резонатор среде, n— вектор нормали к поверхности [24].
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Ω

n

pin(r), vin(r)

pout(r), vout(r)

Рисунок 1 – Геометрия системы. Акустический резонатор в изотропной
среде. Ω— множество точек, лежащих внутри резонатора, n— вектор
нормали к поверхности резонатора в одной из точек его поверхности, pin,

pout — давление внутри и снаружи резонатора, vin, vout — скорость внутри и
снаружи резонатора

Используя анзац гармонических колебаний p,v ∝ e−iωt, уравнения (1)
и (2) вне резонатора и источников (вне области действия внешних сил) можно
переписать в виде уравнения Гельмгольца

∇2p+
ω2

c2
p = 0. (5)

Для уравнения Гельмгольца условие открытости резонатора, то есть окру-
женности резонатора неограниченной средой, накладывает условие на пове-
дение давления p(r) на бесконечном удалении от резонатора

lim
r→∞

r

(
∂

∂r
− ikr

)
p(r) = 0. (6)

Это условие называется условием Зоммерфельда на поле излучения. Оно
ограничивает решения уравнения Гельмгольца расходящимися сферически-
ми волнами [25; 26]. Именно это условие делает задачу неэрмитовой [27].

Уравнения (1) и (2) можно переписать в виде(
0 −∇·
∇ 0

)
︸ ︷︷ ︸

D̂(r)

(
p

iv

)
= ω

(
β(r) 0

0 ρ(r)

)
︸ ︷︷ ︸

P̂(r)

(
p

iv

)
−

(
0

−f

)
︸ ︷︷ ︸

J⃗(r)

. (7)
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В отсутствие источников получаемая обобщенная задача на собственные зна-
чения

D̂(r)F⃗n(r) = ωnP̂(r)F⃗n(r) (8)

повторяет форму, используемую в схожей оптической системе, состоящей из
компактного резонатора в изотропном окружающем пространстве, описыва-
емой уравнениями Максвелла [28]. Решая эту задачу, можно найти собствен-
ные числа ωn и соответствующие им собственные моды системы F⃗n.

Одним из следствий неэрмитовости является тот факт, что собствен-
ные частоты системы не обязаны быть вещественными. В случае комплекс-
ной частоты p,v ∝ e−i Re{ω}teIm{ω}t, то есть амплитуда собственных мод си-
стемы меняется со временем. Характеризовать эти изменения позволяет по-
нятие добротности. Добротность собственной моды определяет отношение
запасенной в системе энергии к потерям за один период [29]. Зависящая от
времени часть амплитуды собственной модыA пропорциональна e−iωt, тогда
энергияW , запасенная в системе [24]

W ∝ A∗A ∝
(
e−iωt

)∗ e−iωt = ei Re{ω}teIm{ω}te−i Re{ω}teIm{ω}t = e2 Im{ω}t. (9)

Относительные потери энергии в таком случае равны

1

W

dW
dt

∝ 1

W
2 Im{ω}W = 2 Im{ω}. (10)

Отсюда следует, что мнимая часть частоты определяет то, как быстро затуха-
ют колебания в резонаторе из-за потерь энергии на излучение (считаем, что
нет потерь в материалах). Условие того, что энергия системы должна умень-
шаться со временем, определяет знак мнимой части частоты Im{ω} < 0. Пе-
риод обратно пропорционален вещественной части частоты Re{ω}, поэтому
для собственных мод с комплексной частотой ω добротность Q можно опре-
делить, используя формулу [29]

Q =
Re{ω}

2| Im{ω}|
. (11)
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1.2 Классификация собственных мод по неприводимым
представлениям
1.2.1 Некоторые сведения из теории представлений групп
Пусть некоторая совокупность объектов {gi}mi=0 образует группу G.

Этими объектами, в частности, могут быть операции вращения и инверсия
трехмерного пространства [30]. Преобразования координат, при которых аку-
стический резонатор переходит сам в себя, образуют группу симметрии этого
резонатора. Именно такие группы рассмотрены в работе.

Если существует гомоморфизм из группыG в группу T линейных опе-
раторов T̂gi, которые действуют в некотором пространстве R, то группа T

образует линейное представление группы G. Рассмотрим набор векторов
{Ψj}nj=1, который является базисом пространства Rn. Говорят, что Ψj пре-
образуются по представлению группы, если под действием преобразований
из группы G они переходят в линейную комбинацию самих себя [31]

T̂giΨj =
n∑

k=1

Dkj(gi)Ψk = D(gi)Ψj, (12)

гдеD(gi)—матрица, которая соответствует элементу gi группыG. Матрицы
D(gi) также образуют представление D группы G, а векторы Ψj образуют
базис этого представления.

ПредставлениеD называется неприводимым, если из пространства Rn

нельзя выделить подпространство Rk, инвариантное относительно всех пре-
образований представления, то есть такое, что для любых gi ∈ G и любых
Ψj ∈ Rk верно, что D(gi)Ψj ∈ Rk [30].

1.2.2 Группа симметрии уравнения
Уравнение инвариантно относительно преобразования gi, если оно не

меняет вид при этом преобразовании [30]. Условием инвариантности стаци-
онарного уравнения Шредингера

Ĥ(r)Ψ(r) = EΨ(r) (13)

относительно группыG является условие коммутативности гамильтониана с
операторами T̂gi [30]

ĤT̂gi = T̂giĤ. (14)
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Вводя коммутатор [32]
[X,Y ] = XY − Y X (15)

условие (14) можно переписать

[T̂gi, Ĥ] = 0. (16)

Используемые в работе теоремы и свойства изначально были получены в тер-
минах квантовой механики и стационарного уравнения Шредингера, однако
не имеет значения, какая именно задача на собственные числа решается, по-
этому эти теоремы и свойства могут быть применены к акустике. Применим
условие (16) к уравнению акустики (8), предварительно домножив уравнение
на P̂−1 (индекс собственных мод и частот опущен)

P̂−1D̂F⃗ = ωF⃗. (17)

Условие инвариантности (16) принимает вид

[T̂gi, P̂−1D̂] = [T̂gi, P̂−1]D̂+ P̂−1[T̂gi,D̂] = 0. (18)

Для раскрытия коммутатора применялось одно из свойств коммутатора, ко-
торое называется правилом Лейбница [32]. Один из способов удовлетворить
условию инвариантности — обнуление каждого из коммутаторов в сумме.

Рассмотрим ортогональное преобразование координат Ô в трехмерном
пространстве, которому соответствует оператор T̂O. К таким преобразова-
ниям относятся вращения, инверсии и их комбинации — отражения систе-
мы [31]. Для скалярных функций, например, давления, используя условие
ортогональности Ô−1 = ÔT , действие оператора можно свести к замене ар-
гумента [30]

T̂Op(r) = p(Ô−1r) = p(ÔTr). (19)

В этой работе рассматриваются трехмерные резонаторы, инвариантные от-
носительно преобразований различных групп симметрии. Это отражается в
том, что плотность ρ(r) и сжимаемость β(r) не меняются при преобразова-
ниях группы

ρ(ÔTr) = ρ(r), β(ÔTr) = β(r). (20)
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Поэтому оператор P̂(r) и обратный к нему

P̂−1(r) =

(
1

β(r) 0

0 1
ρ(r)

)
(21)

не меняются при преобразовании симметрии из группы симметрии резона-
тора, откуда следует, что [T̂O, P̂−1] = 0.

Покажем, что [T̂O,D̂] = 0. Для векторной функции, например скоро-
сти, [33]

T̂Ov(r) = Ôv(ÔTr). (22)

Распишем T̂OD̂F⃗

T̂OD̂F⃗ = T̂O

(
0 −∇·
∇ 0

)(
p(r)
iv(r)

)
=

= T̂O

(
−i(∇ · v)(r)

(∇p)(r)

)
=

(
−i(∇ · v)(ÔTr)
Ô(∇p)(ÔTr)

)
. (23)

С другой стороны

D̂T̂OF⃗ =

(
0 −∇·
∇ 0

)(
p(ÔTr)
iÔv(ÔTr)

)
=

(
−i∇ · Ôv(ÔTr)

∇p(ÔTr)

)
. (24)

Распишем каждую из компонент получившегося вектора отдельно

∇ · Ôv(ÔTr) = ∂

∂rj
Ôjivi(Ô

Tr) = ∂ÔT
klrl

∂rj

∂

∂ÔT
klrl

Ôjivi(Ô
Tr) =

= ÔT
kjÔji

∂

∂ÔT
klrl

vi(Ô
Tr) = δki

∂

∂ÔT
klrl

vi(Ô
Tr) =

=
∂

∂ÔT
ilrl

vi(Ô
Tr) = (∇ · v)(ÔTr), (25)

∇p(ÔTr) = ej
∂

∂rj
p(ÔTr) = ej

∂ÔT
klrl

∂rj

∂

∂ÔT
klrl

p(ÔTr) =

= ejÔT
kj

∂

∂ÔT
klrl

p(ÔTr) = ejÔjk
∂

∂ÔT
klrl

p(ÔTr) = Ô(∇p)(ÔTr). (26)
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Получаем

D̂T̂OF⃗ =

(
−i(∇ · v)(ÔTr)
Ô(∇p)(ÔTr)

)
. (27)

Поэтому, T̂OD̂F⃗ = D̂T̂OF⃗ при любых ортогональных преобразованиях коор-
динат. Таким образом, уравнение (8) инвариантно относительно ортогональ-
ных преобразований координат в том случае, если резонатор (а, значит, и опе-
ратор P̂) инвариантен относительно этих преобразований.

1.2.3 Классификация собственных мод резонатора
В работе рассматриваются резонаторы, инвариантные относительно

преобразований подгрупп группы ортогональных трехмерных преобразова-
ний O(3): точечных групп и предельных точечных групп (групп Кюри) [30;
34; 35]. К точечным группам относятся, например, группа симметрии пра-
вильной четырехугольная пирамиды C4v, группа симметрии треугольной пи-
рамиды C3v, группа симметрии треугольной призмы D3h (рисунок 2) [36]. К

C3v D3h
C4v

C∞vD∞h

Рисунок 2 – Примеры резонаторов различных точечных и предельных
точечных групп симметрии

предельным точечным группам относятся группы симметрии конуса C∞v и
цилиндра D∞h (рисунок 2) [35].
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Теорема Вигнера гласит, что собственные моды системы, соответству-
ющие одному собственному значению (если нет случайного вырождения),
преобразуются по одному из неприводимых представлений группы симмет-
рии системы [30]. Из теоремы следует, что собственные моды системы могут
быть классифицированы по неприводимым представлениям этой системы, а
кратность вырождения этих мод совпадает с порядком неприводимого пред-
ставления.

Классификации собственных мод оптических и акустических резона-
торов, обладающих различной симметрией, были описаны в работах [37;
38]. Такая классификация может быть использована для создания основан-
ных на акустических резонаторах устройств, которые обладают заданны-
ми свойствами [38]. Примеры такой классификации для резонаторов сим-
метрии C4v, C2v, C∞v, D∞h, используемых в работе, приведены на рисун-
ке 3 и рисунке 4. Примеры поля давления собственных мод на рисунке 3
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Рисунок 3 – Примеры классификации собственных мод акустических
резонаторов симметрии C4v (а) и C2v (б). Приведены примеры
распределений поля давления собственных мод резонаторов

соответствующих симметрий, преобразующихся по разным неприводимым
представлениям, а также мультиполи, которые преобразуются по этим же
представлениям. Для каждого неприводимого представления выписана
общая формула мультиполей, где ℓ ⩾ 0, аm принимает такие целые

значения, что третий индекс больше 0 и меньше или равен ℓ

и рисунке 4 получены при помощи моделирования в программном обеспе-
чении COMSOL Multiphysics® с использованием модуля акустики жидко-
сти и газа (Pressure acoustics). Для ускорения расчета моделировался закры-
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Рисунок 4 – Примеры мультипольной классификации собственных мод
акустических резонаторов симметрии D∞h (а) и C∞v (б). Приведены
примеры распределений поля давления собственных мод резонаторов

соответствующих симметрий, преобразующихся по разным неприводимым
представлениям, а также мультиполи, которые преобразуются по этим же
представлениям. Для каждого неприводимого представления выписана
общая формула мультиполей, ℓ принимает такие целые значения, чтобы

второй индекс был больше или равен третьему индексу

тый резонатор, то есть резонатор с жесткими стенками (условие на границе
n · vin|∂Ω = 0). Моды открытого резонатора имеют такие же свойства сим-
метрии и похожую структуру [38].

1.3 Рассеяние Ми
Как было показано ранее, уравнения (1) и (2) в окружающей резонатор

среде можно представить в виде уравнения Гельмгольца (5). В сферических
координатах уравнение принимает вид

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂p

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ

∂p

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ
∂2p

∂φ2
+

ω2

c2
p = 0, (28)

где θ и φ— полярный и азимутальный угол (рисунок 5 а). В соответствии с
условием Зоммерфельда на поле излучения (6), среди решений этого урав-
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Рисунок 5 – а) Сферические координаты. б) Схема задачи рассеяния на
сфере. k— волновой вектор плоской акустической волны, направленный

вдоль оси z

нения остаются только распространяющиеся от центра решения, пропорци-
ональные eikr

p(r, θ, φ) =
∞∑
ℓ=0

ℓ∑
m=−ℓ

Aℓmh
(1)
ℓ (kr)Y m

ℓ (θ, φ), (29)

где h
(1)
ℓ (kr) — сферические функции Ханкеля, Y m

ℓ (θ, φ) — сферические
функции (гармоники). Такое разложение функции называют мультипольным.
Сферические функции имеют вид

Y m
ℓ (θ, φ) =

√
(2ℓ+ 1)

4π

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
Pm
ℓ (cos θ)eimφ, (30)

где Pm
ℓ (x) — присоединённые многочлены Лежандра [39]. Вещественные

сферические функции получаются из комплексных следующим образом

Ypℓm =


√
2(−1)m Im

{
Y

|m|
ℓ

}
, p = o

Y 0
ℓ , m = 0

√
2(−1)m Re{Y m

ℓ }, p = e

, (31)

где индекс p отвечает за четность (o) или нечетность (e) гармоник, ℓ ⩾ 0,
0 ⩽ m ⩽ l [40].

Сферические гармоники преобразуются по разным неприводимым
представлениям группы симметрии резонатора, поэтому каждому непри-
водимому преставлению можно сопоставить ряд мультиполей, что пока-
зано на рисунке 3 и рисунке 4 [38]. На рисунках сферические функции
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изображены в виде параметрических поверхностей заданных уравнением
r(θ, φ) = |Ypℓm(θ, φ)| в сферических координатах, цвет поверхности обозна-
чает знак Ypℓm(θ, φ). Знание о том, по каким неприводимым представлениям
группы симметрии системы преобразуются сферические функции, позволя-
ет, например, предсказывать, вклады каких мультиполей можно ожидать в
рассеянном поле [38].

Геометрия резонатора определяет то, как на нем будут рассеиваться па-
дающие акустические волны. Рассмотри самый простой случай открытого
резонатора — сферический резонатор радиуса a, на который падает плоская
акустическая волна (рисунок 5 б). Задачу рассеяния плоской волны на сфери-
ческом резонаторе часто называют задачей о рассеянии Ми в честь Густава
Ми, решившего её в 1908 году [41]. Хотя ГуставМи решал задачу о рассеяние
электромагнитных волн на диэлектрической сфере, название закрепилось и
в акустике [5; 38].

Пусть плоская акустическая волна падает вдоль оси z с частотой ω и
волновым вектором k = ω/cout. Полное давление ptot(r) равно сумме давле-
ний падающей волны pinc(r) и рассеянной psc(r)

ptot(r) = pinc(r) + psc(r). (32)

Чтобы найти давление рассеянного поля, необходимо разложить ptot по сфе-
рическим гармоникам аналогично (29) отдельно внутри и снаружи резона-
тора, а затем сшить два этих разложения на границе сферы, используя усло-
вия (3) и (4). Задача симметрична относительно вращений вокруг оси z, по-
этому рассеянное поле вне резонатора раскладывается в сумму сферических
функций только сm = 0, которые не зависят от азимутального угла φ

pscout(r, θ) = p0

∞∑
ℓ=0

aℓh
(1)
ℓ (kr)P 0

ℓ (cos θ). (33)

В случае падения плоской волны с амплитудой p0 коэффициенты aℓ равны

aℓ = − j′ℓ(ka)− βℓjℓ(ka)

h
(1)′
ℓ (ka)− βℓh

(1)
ℓ (ka)

, (34)
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βℓ =
ρoutcout
ρincin

j′ℓ(k1a)

jℓ(k1a)
, (35)

где k1 = ω/cin — волновой вектор внутри резонатора, jℓ(kr)— сферические
функции Бесселя. Коэффициент aℓ отвечает за вклад мультиполя порядка ℓ с
m = 0 в рассеянную волну. Сечение рассеяния выражается через эти коэф-
фициенты следующим образом [42]

σsc =
4π

k2

∞∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1)|aℓ|2. (36)

Удобно ввести нормированное сечение рассеяния

Σ =
σsc
σgeom

=
∞∑
ℓ=0

Σℓ, (37)

где σgeom = πa2 — геометрическое сечение сферы, Σl =
4(2ℓ+1)
(ka)2 |aℓ|2 — вклад

отдельного мультиполя в сечение рассеяния.
На рисунке 6 представлены нормированные сечения рассеяния на сфе-

рах с разными параметрами материалов среды и резонатора. На рисунке 6 (а)
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Рисунок 6 – Зависимость сечения рассеяния и мультипольных вкладов в
него от частоты падающего излучения для разных материальных

параметров сферы. а) Мультипольные резонансы не проявляются в сечении
рассеяния (показатель преломления n = 0.25). б) В сечении рассеяния

хорошо видны мультипольные резонансы (показатель преломления n = 2)
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сфера имеет показатель преломления n, то есть отношение

n =
cout
cin

(38)

меньше 1, что характерно для твердых и жидких веществ в среде из газа [5].
На рисунке 6 (б) сфера имеет показатель преломления больше 1, а спектр
имеет явно выраженный резонансный характер. Эти резонансы называют ре-
зонансами Ми. В оптике резонансы Ми диэлектрических частиц с показате-
лем преломления больше 1 стали инструментом создания метаматериалов с
особыми свойствами [43; 44]. Используемые в оптике идеи могут быть пе-
ренесены на акустику, именно поэтому далее в работе будут рассматривать-
ся частицы с показателем преломления больше 1, то есть частицы, скорость
звука в которых меньше, чем скорость звука в окружающей среде. Практиче-
ский интерес представляют акустические метаматериалы в воздушной среде,
однако в природе существует малое количество материалов, скорость звука
в которых меньше скорости звука в воздухе при нормальных условиях [5].
Примером такого материала является аэрогель, скорость звука в котором в
зависимости от его реализации может достигать 100 м/с, что меньше скоро-
сти звука в воздухе, близкой к 343 м/с при нормальных условиях [45]. Суще-
ствует пример создания метаатомов, обладающих эффективным показателем
преломления больше 1, что может быть также использовано при реализации
резонаторов с эффективным n > 1 [5].

Таким образом в разделе были введены уравнения и граничные усло-
вия рассматриваемой задачи, введены понятия теории представлений, ис-
пользуемые в работе. В пункте 1.2.2 было доказано, что симметрия резо-
натора определяет группу симметрии рассматриваемых уравнений. В пунк-
те 1.2.3 была описана классификация собственных мод системы, использую-
щая теоретико-групповые методы. Далее были введены сферические гармо-
ники и было показано, что резонансы Ми проявляются в спектре рассеяния
частиц, обладающих скоростью звука меньшей, чем в окружающей среде.
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2 СВЯЗАННЫЕ И КВАЗИСВЯЗАННЫЕ СОСТОЯНИЯ В
КОНТИНУУМЕ
2.1 Теорема о несуществовании связанного состояния в
континууме
Связанные состояния в континууме (ССК) — это собственные моды

открытой системы, не взаимодействующие с модами пространства, и энер-
гия которых лежит в области непрерывного спектра мод пространства. Моды
пространства обеспечивают радиационный канал потерь энергии в системе,
но из-за отсутствия взаимодействия ССК с модами пространства, их энергия
не уменьшается со временем, то есть эти состояния обладают бесконечной
добротностью [6; 7].

Впервые ССК были описаны в квантовой физике в работе Джона фон
Неймана и Юджина Вигнера в 1929 году [46]. ССК были получены в кванто-
вых [47; 48], оптических [9; 10], акустических системах [8; 49; 50] и систе-
мах, описываемых уравнениями теории упругости [50; 51]. В акустике и гид-
родинамике вместо ССК встречается название ‘захваченные’ моды (от англ.
trapped modes) [7].

Теорема о несуществовании ССК в компактных резонаторах ограни-
чивает виды систем, в которых возможно наблюдение ССК [6]. Повторим
доказательство этой теоремы для рассматриваемой в данной работе задачи.

ССК не должно излучать энергию, но каждое слагаемое в мультиполь-
ном разложении поля давления вне резонатора (29) вносит вклад в вектор
Пойнтинга. Чтобы энергия из системы не уходила, все коэффициенты Aℓm

должны быть равны нулю. Но из-за того, что в системе нет областей с ну-
левыми или бесконечными плотностью и сжимаемостью, давление должно
быть равно нулю во всем пространстве, чтобы удовлетворить условию непре-
рывности. Таким образом, ССК невозможно наблюдать в рассматриваемой
системе.

Кроме того, в реальных системах получению состояния с бесконечной
добротностью препятствуют потери в материалах и неидеальность геомет-
рии, связанная с процессом изготовления. Однако, используя механизмы по-
лучения ССК, можно получать состояния с высокой, но не бесконечной доб-
ротностью и сколь угодно приблизиться к ССК даже в компактных резонато-
рах. Такие состояния называют квазисвязанными состояниями в континууме
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(КССК) [7]. КССК были так же получены в различных системах [12; 49; 52;
53].

2.2 Механизм Фридриха–Винтгена
Одним из механизмов получения ССК является механизм Фридриха–

Винтгена [54]. Этот механизм можно объяснить следующим образом. Рас-
смотрим две собственные моды системыΨ1 и Ψ2 с близкими, но не равными
частотами ω1 и ω2, которые взаимодействуют с континуумом (модами непре-
рывного спектра открытой системы). Из-за этого взаимодействия собствен-
ные частоты имеютмнимые части−γ1 < 0 и−γ2 < 0, характеризующие темп
радиационных потерь. Эффективный гамильтониан в двухмодовом прибли-
жении имеет вид

Ĥeff =

(
ω1 − iγ1 κ

κ ω2 − iγ2

)
, (39)

где κ характеризует взаимодействие двух этих мод через континуум (рису-
нок 7 а). Собственные числа этого гамильтониана имеют вид

λ± =
ω1 − iγ1 + ω2 − iγ2 ±

√
(ω1 − iγ1 − ω2 + iγ2)2 + 4κ2

2
. (40)

Пример зависимости собственных чисел от параметра системы представлен
на рисунке 7 (б, в). Из-за знака ± у одного собственного числа мнимая часть
меньше, чем у другого. При определенном подборе параметров системымож-
но наблюдать ситуацию, когда одно из собственных чисел имеет мнимую
часть равную нулю (рисунок 7 (в)). В таком случае одна из собственных мод
становится ССК (по формуле (11) добротность такой моды бесконечна), а
другая имеет конечную добротность (рисунок 7 (г)) [6; 7].

Важно отметить, что связь двух мод через континуум возможна только
в том случае, если собственные моды преобразуются по одному неприводи-
мому представлению. Недиагональные элементы в гамильтониане определя-
ются интегралом вида κ ∝

∫
Ψ1ĤeffΨ2dr. По правилам отбора такой инте-

грал равен нулю, если подынтегральная функция преобразуются не по тожде-
ственному представлению группы симметрии системы [55]. Так как гамиль-
тониан системы преобразуется по тождественному представлению группы
(он инвариантен относительно всех преобразований группы), то определяю-
щим фактором является то, по какому неприводимому представлению пре-
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Рисунок 7 – a) Механизм Фридриха–Винтгена. Схема взаимодействия мод с
континуумом и друг с другом через континуум. б) Вещественная часть
собственных чисел λ± эффективного гамильтониана Ĥeff, параметры

системы указаны на графике. в) Мнимая часть собственных чисел λ±. Одно
из собственных чисел достигает нуля, что соответствует ССК.

г) Добротность собственных чисел. Добротность в точке ССК стремится к
бесконечности

образуется произведение Ψ1Ψ2. Произведение двух функций преобразуется
по прямому произведению их представлений, в него входит тождественное
представлению только в том случае, если функции преобразуются по одному
неприводимому представлению [55].

Таким образом, невырожденные моды могут взаимодействовать через
континуум, если они преобразуются по одному неприводимому представле-
нию. В случае взаимодействия мод при некоторых параметрах системы воз-
можно возникновение ССК по механизму Фридриха–Винтгена.

2.3 Результаты моделирования
Для демонстрации механизма Фридриха–Винтгена было про-

ведено численное моделирование в программном обеспечении
COMSOL Multiphysics® с использованием модуля акустики жидкости и
газа (Pressure acoustics). Геометрии рассматриваемых систем групп сим-
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метрии D∞h и C4v представлены на рисунке 8. Используемые параметры
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Рисунок 8 – Вещественные части собственных частот резонаторов
симметрии D∞h (а) и C4v (б) в зависимости от высоты резонатора. Моды,
преобразующиеся по разным неприводимым представлениям каждой из
групп симметрии, выделены одним цветом. Антипересечения мод, в

которых наблюдаются КССК выделены квадратами. Соответствующие этим
антипересечениям зависимости добротности мод от высоты резонатора

представлены в нижнем ряду

геометрии: h0 = 1 м, R0 = 0.5 м, a = 1 м. Используемые параметры
материалов: скорость и плотность материала среды ρ0 = 1 кг/м3, c0 = 1 м/с,
скорость и плотность материала резонатора ρ1 = ρ0/2, c1 = c0/2.

Чтобы удовлетворить условию Зоммерфельда (6) при моделировании,
можно использовать граничное условие рассеяния первого порядка (SBC, от
англ. scattering boundary condition), которое по сути является явным услови-
ем Зоммерфельда на границе моделируемого объема, или использовать по-
глощающий идеально согласованный слой (PML, от англ. perfectly matched
layer). На рисунке 9 представлены зависимости вещественных частей соб-
ственных частот резонатора симметрии D∞h при использовании этих двух
способов. Представлены только моды с азимутальным числом m = 0, что
соответствует модам, которые обладают вращательной симметрией относи-
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Рисунок 9 – Сравнение получаемых при моделировании зависимостей
вещественных частей собственных частот мод цилиндрического резонатора
от его высоты при использовании PML и SBC. Приведены моделируемые
области сечения для осесимметричной задачи при использовании PML и

SBC

тельно оси цилиндра и преобразуются по неприводимымпредставлениямA1u

и A1g (рисунок 4). Особенность азимутального числа заключается в том, что
оно полностью определяет переменную, зависящую от азимутального угла
φ (рисунок 5 а), получаемую при разделении переменных в уравнении Гельм-
гольца в цилиндрических координатах [42]. Таким образом, при моделирова-
нии нужно решать лишь двумерную задачу в координатах r и z. Здесь и далее
в ходе постобработки результатов были удалены PML моды. Эти моды об-
ладают низкой добротностью и появляются из-за дискретизации операторов
при численном расчете и из-за того, что PML слой конечен [56]. Аналогичные
моды, связанные с дискретизацией задачи и ошибками численного решения
и не относящиеся к физике задачи, проявляются и при использовании SBC,
они также удалены. Оба способа показывают схожий результат, однако PML
моды на низких частотах вносят большую ошибку в низкодобротные соб-
ственные моды самой системы, это проявляется в виде разрыва на графике
для PML на рисунке 9. Разрыв появился из-за смешивания низкодобротной
моды системы и PML мод, которые были удалены. В дальнейшем при моде-
лировании использовалось условие SBC, если не указано иное.

В результате численного моделирования были найдены собственные
частоты резонаторов симметрии C4v и D∞h в зависимости от высоты резо-
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натора (рисунок 8). Собственные моды были классифицированы в соответ-
ствии с неприводимыми представлениями, по которым они преобразуются.
У резонатора симметрии D∞h были рассмотрены только моды с нулевым
азимутальным числом, то есть моды, преобразующиеся по представлениям
A1u и A1g. Моды, преобразующиеся по разным неприводимым представле-
ниям отмечены разными цветами. Как было сказано ранее, между модами,
которые преобразуются по разным неприводимым представлениям, нет вза-
имодействия. Это проявляется в том, что на рисунке 8 такие моды пересе-
каются. Между модами, которые преобразуются по одному неприводимо-
му представлению, возникает антипересечение (в англ. avoided crossing или
anticrossing). Два таких антипересечения выделены квадратами. Из показан-
ных отдельно добротностей антипересекающихся пар мод видно, что одна из
мод, соответсвующая КССК, при антипересечении имеет высокую доброт-
ность, другая же имеет низкую добротность, что соответствует механизму
Фридриха–Винтгена.

Чтобы показать, что возникновение КССК по механизму Фридриха–
Винтгена связано не с конкретной формой резонатора, а со свойствами сим-
метрии системы, был рассмотрен резонатор в форме яблока. Геометрия пред-
ставлена на рисунке 10. Резонатор обладает уже рассмотренной симметрий
D∞h, но отличной от цилиндра формой. Начальная габаритная высота яблока
h0 = 3 см, в качестве среды использовался материал близкий к воздуху, об-
ладающий параметрами ρ0 = 1.225 кг/м3 и c0 = 335 м/с [45; 57]. Параметры
материала резонатора: ρ1 = 4.2ρ0, c1 = c0/3. Как и ранее, рассматривались
только моды, преобразующиеся по одномерным неприводимым представле-
ниям A1g и A1u. На рисунке 10 изображены зависимости вещественной части
собственных частот в зависимости от высоты резонатора. Зависимости про-
являют те же свойства, которыми обладают и рассмотренные ранее резона-
торы. Пересечения возникают между модами, преобразующимися по разным
неприводимым представлениям, антипересечения возникают между модами,
преобразующимися по одному неприводимому представлению. Добротно-
сти некоторых пар антипересекающихся мод представлены на рисунке 10.
При антипересечении одна из мод в паре имеет повышенную добротность,
достигающую сотен единиц, другая — пониженную.
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Рисунок 10 – Зависимость вещественной части собственных частот
резонатора в форме яблока от его высоты. Моды, преобразующиеся по
разным неприводимым представлениям, отмечены разным цветом.
Отдельно показаны добротности нескольких пар мод, на которых

наблюдается КССК при антипересечении. Пары мод отмечены названием
неприводимого представления и номером в скобках

В разделе было показано, что в компактном акустическом резонаторе не
может существовать ССК, однако существование КССК не запрещено. Один
из механизмов появления ССК, механизмФридриха–Винтгена, описан в под-
разделе 2.2. Были приведены примеры КССК полученный по этому механиз-
му. Важно отметить, что этот механизм связан не с формой резонатора, а со
свойствами симметрии системы, в частности, с тем, что моды, преобразую-
щиеся по одному неприводимому представлению, могут взаимодействовать
через континуум.
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3 ИСКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ТОЧКИ
3.1 Исключительные точки
Исключительная точка (ИТ) — точка в пространстве параметров, в ко-

торой происходит вырождение двух или более собственных чисел с одновре-
менным вырождением собственных состояний [13; 14]. Параметрами систе-
мы могут быть, например, мощности накачки и потерь, различные геомет-
рические и материальные парамеры систем [13; 22; 58–62]. Впервые термин
‘exceptional point’ ввел Тосио Като в своей книге о теории возмущений ли-
нейных операторов [63], этот термин на русском языке можно встретить в
переводе его книги [64]. ИТ, в отличие от обычных точек вырождения спек-
тра, возможны только в неэрмитовых системах [17]. В этих системах может
быть невозможным сведение оператора к диагональному виду, что матема-
тически связано с невозможностью диагонализовать жорданову клетку. Соб-
ственные числа и векторы жордановой клетки соответствует определению
ИТ: у вырожденных собственных чисел алгебраическая кратность больше,
чем геометрическая [14; 65].

Чтобы продемонстрировать основные свойства ИТ, рассмотрим анало-
гичные рассмотренной в разделе 2.2 эффективные гамильтонианы двухуров-
невых систем

ĤDP
eff =

(
ω1 − iγ1 0

0 ω1 − iγ1

)
, (41)

ĤEP
eff =

(
ω1 − iγ1 χ

0 ω1 − iγ1

)
. (42)

Гамильтониан ĤDP
eff соответствует системе с двукратно вырожденной соб-

ственной частотой ω1− iγ1, гамильтониан ĤEP
eff соответствует системе с един-

ственным собственным состоянием с частотой ω1 − iγ1 и имеет форму жор-
дановой клетки. Добавим в каждую из систем возмущение вида

∆Ĥeff =

(
0 κ

κ 0

)
. (43)

Для простоты изложения будем считать κ и χ вещественными. Несложно
найти собственные числа новых гамильтонианов. Собственные числа и век-
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торы гамильтониана ĤDP
eff +∆Ĥeff равны

λDP± = ω1 − iγ1 ± κ, (44)

ΨDP
± =

(
±1

1

)
. (45)

Собственные числа и векторы гамильтониана ĤEP
eff +∆Ĥeff равны

λEP± = ω1 − iγ1 ±
√

κ(κ+ χ), (46)

ΨEP
± =

(
κ+ χ

±
√
κ(κ+ χ)

)
. (47)

Если рассмотреть предел κ → 0, то видно, что кроме вырождения собствен-
ных частот λEP± вырождаются и ΨEP

± , что является определяющим ИТ свой-
ством. В случае простого вырождения при κ → 0 аналогично вырождаются
λDP± , однако ΨDP

± остаются ортогональными друг другу.
ИТ обладают свойством расщепления, которое можно использовать для

построения сенсоров. Рассмотрим величины расщепления двух собственных
частот

∆λDP = |λDP+ − λDP− | = |2κ|, (48)

∆λEP = |λEP+ − λEP− | = |2
√

κ(κ+ χ)|. (49)

При малом параметре возмущения κ ≪ 1, κ ≪ χ расщепление частот в об-
ласти точки простого вырождения∆λDP имеет линейную зависимость от па-
раметра возмущения, а в области ИТ — корневую (рисунок 11). Корневая
зависимость имеет в ИТ (то есть в точке κ = 0) бесконечную производную, а
это значит, что при малейших изменениях параметров системы, собственные
частоты расщепляются быстрее в сравнении с обычным вырождением. Это
расщепление можно обнаружить в эксперименте [16; 61].

В рассмотренной модели кратность вырождения была равна двум, од-
нако кратность может быть любой. Расщепление частот в области ИТ n-ого
порядка пропорционально корню n

√
κ, рост которого тем больше, чем боль-

ше n [66]. В данной работе рассматриваются ИТ только второго порядка, хотя
результаты могут быть обобщены и на старшие порядки.
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Рисунок 11 – Сравнение поведения собственных частот вблизи
исключительной точки. На двух верхних графиках показаны зависимости
вещественных частей собственных частот λDP± и λEP± от κ. На нижнем
графике — сравнение зависимостей расщепления от параметра κ

3.2 Переход от антипересечения к пересечению при нарушении
симметрии системы
Как было сказано в подразделе 2.2, моды, преобразующиеся по раз-

ным неприводимым представлениям, не взаимодействуют, а моды, которые
преобразуются по одному неприводимому представлению, могут взаимо-
действовать. Существует способ включить взаимодействие между модами
— для этого необходимо определенным образом нарушить симметрию си-
стемы. Нарушение симметрии должны быть таким, чтобы два неприводи-
мых представления исходной группы симметрии системы перешли в одно
представление новой группы симметрии. Чтобы определить, как соотносятся
представления из разных групп симметрии между собой, можно воспользо-
ваться таблицами с мультипольной классификацией (рисунок 3 и рисунок 4).
Из них следует, что при переходе от системы группы симметрии D∞h к си-
стеме группы симметрии C∞v два одномерных представления A1u и A1g пе-
реходят в одномерное представление A1 группы C∞v (рисунок 12).

Описанный выше рецепт позволяет из пересечения сделать антипере-
сечение. Чтобы показать это, в рассматриваемые ранее геометрии был до-
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Рисунок 12 – Соотношения неприводимых представлений групп симметрии
D∞h и C∞v. Стрелками показаны переходы неприводимых представлений
одной группы в неприводимые представления другой. Красной стрелкой
отмечен рассмотренный в работе переход двух одномерных неприводимых

представлений группы цилиндра A1u и A1g в одно одномерное
представление A1 группы конуса

бавлен параметр α, нарушающий симметрию. У цилиндрического резонато-
ра группы симметрии D∞h изменение значения этого параметра от 1 до 0
уменьшает верхний радиус и одновременно с этим увеличивает нижний (ри-
сунок 13). Из-за нарушения симметрии относительно плоскости перпендику-
лярной оси цилиндра, система теперь имеет группу симметрии конуса C∞v.
На рисунке 13 показано, что пересечения переходят в антипересечения при
α = 0.89, потому что моды, которые преобразовывались по разным неприво-
димым представлениям, теперь преобразуются по одному.

Аналогичное моделирование было проведено для резонатора симмет-
рии C4v. Параметр α уменьшал две противоположные стороны основания пи-
рамиды, делая из квадратного основания прямоугольное (рисунок 14). При
α = 0.92 наблюдается аналогичный случаю нарушения симметрии цилиндра
переход от пересечений к антипересечениям. В данном случае, одномерные
представления A1 и B1 группы C4v перешли в одномерное представление A1

группы C2v (рисунок 3).

33



8

10

12

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

8

10

12

h0/h

α = 1.00

α = 0.89

R
e
{k

h
0
}

R
e
{
k
h
0
}

A1g

A1u

A1

A1

αR0

(2− α)R0

h

R0

h

а)

б)

Рисунок 13 – Зависимости вещественной части собственных частот от
высоты цилиндрического резонатора при α = 1 и α = 0.89. Стрелками
отмечен переход от пересечений к антипересечениям при нарушении

группы симметрии резонатора

8.0

8.5

9.0

9.5

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4
8.0

8.5

9.0

9.5

B1

A1

α = 1.00

α = 0.92
α
a

a

aa

h

A1

A1

h

R
e
{k

h
0
}

R
e
{k

h
0
}

а)

б)

h0/h
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3.3 Пример исключительной точки
Ранее речь шла только о вещественной части спектра. Рассмотрим по-

дробнее переход пары мод от пересечения к антипересечению, выделенный
на рисунке 13 пунктирной линией. На рисунке 15 представлены веществен-
ная (а, в, д) и мнимая (б, г, д) части двух собственных частот резонатора в
зависимости от его высоты при разных значениях параметра α. При α = 1 на-

1.52 1.53 1.54 1.55

10.2

10.4

1.52 1.53 1.54 1.55

−0.6

−0.4

1.52 1.53 1.54 1.55

10.2

10.4

1.52 1.53 1.54 1.55

−0.6

−0.4

1.52 1.53 1.54 1.55

10.2

10.4

1.52 1.53 1.54 1.55

−0.6

−0.4

h0/h

R
e
{k

h
0
}

Im
{k

h
0
}

α = 1.000 α = 0.902 α = 0.890

A1g

A1u

A1

A1

A1

A1

h0/h h0/h

Моделирование
Теория

ИТ

ИТ

a) в) д)

б) г) е)

Рисунок 15 – Зависимости вещественных и мнимых частей собственных
мод от высоты акустического резонатора симметрии цилиндра при разных

значениях параметра α, нарушающего симметрию. При α = 0.092
наблюдается ИТ

блюдается пересечение вещественной части и отсутствие пересечения мни-
мой части собственных частот (а, б). При α = 0.89 ситуация противополож-
на: антипересечение в вещественной части и пересечение в мнимой части
спектра (д, е). Можно предположить, что существует такое значение парамет-
ра α при котором пересекаются и мнимая и вещественная части собственных
частот. И действительно, при α = 0.902 на рисунке 13 (в, г) существует точка
на оси параметра h0/h, в которой две собственные частоты вырождаются, то
есть имеет место равенство вещественных и мнимых частей двух собствен-
ных частот.
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В отличие от обычного вырождения, которое соответствовало бы двум
модам, преобразующимся по двумерному представлению, или случайному
вырождению двух мод, преобразующихся по разным неприводимым пред-
ставлениям, наблюдается вырождение двух мод, преобразующихся по одно-
мерному неприводимому представлению. В соответствии со следствием из
теоремы Вигнера в этой точке кратность вырождения этих мод равна одно-
му, а значит, в этой точке существует только одна мода, то есть нельзя вы-
делить две линейно независимые моды, обладающие одинаковой собствен-
ной частотой. Таким образом, геометрическая кратность собственных чисел
меньше алгебраической, что соответствует ИТ.

Важно отметить, что ИТ может появиться только в том случае, ес-
ли происходит снижение суммы размерностей представлений. Только в та-
ком случае может возникнуть ситуация, когда количество собственных мод,
участвующих в вырождении, больше, чем размерность нового представле-
ния. ИТ не может возникнуть в случае, если, например, два одномерных
представления переходят в одно двумерное. В этом случае вырожденная соб-
ственная частота будет соответствовать двум различным модам.

3.4 Модель собственных частот в окрестности исключительной
точки
Обычно для описания свойств собственных частот в области ИТ в кван-

товой механике, оптике и фотонике применяется теория связанных состоя-
ний и двухуровневые системы, подобные описанной выше [13–16; 67]. Тео-
рия связанных состояний применялась и в акустике, но не в рассмотренном в
этой работе случае возмущения геометрии компактного резонатора [68; 69].
Чтобы описать поведение собственных частот системы в области ИТ, можно
применить технику разложения по резонансным состояниям, которая исполь-
зуется в подобных системах в оптике, однако ещё не была применена в систе-
мах, описываемых уравнениями линейной акустики (1) и (2) [28; 56]. В этой
работе не обсуждаться полнота, нормировка собственных мод резонатора и
скалярное произведение между ними, поэтому дальнейшая модель носит фе-
номенологический характер, достаточный для получения общей физической
картины.
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При изменении геометрии резонатора в формуле (8) к оператору P̂(r),
который и задает форму резонатора, добавится возмущение ∆P̂(r)

D̂(r)F⃗(r) = ω̃
(
P̂(r) + ∆P̂(r)

)
F⃗(r), (50)

где F⃗ и ω̃ — собственные частоты и моды возмущенной системы. Предпо-
лагая, что собственные моды возмущенного резонатора представимы в виде
суммы мод исходного резонатора F⃗(r) =

∑
n
cnF⃗n(r) и используя формализм,

введённый в работе [28], приходим к системе уравнений на коэффициенты cn∑
n

((ω̃ − ωn)δmn + ω̃Vmn) cn = 0, (51)

где Vnm ∝
∫
F⃗T
m∆P̂F⃗ndr. В двухмодовом приближении уравнение (51) имеет

вид (
ω1 0

0 ω2

)(
c1

c2

)
= ω̃

(
1 + V11 V12

V12 1 + V22

)(
c1

c2

)
. (52)

Собственные числа этого уравнения равны

ω̃± =
ξω2 + γω1 ±

√
(ξω2 − γω1)2 + 4κ2ω1ω2

2(ξγ − κ2)
=

=

ω2

γ
+

ω1

ξ
±

√(
ω2

γ
− ω1

ξ

)2

+ 4
κ2

ξγ

ω1

ξ

ω2

γ

2

(
1− κ2

ξγ

) , (53)

где введены обозначения κ = V12 = V21, ξ = 1 + V11, γ = 1 + V22. Мож-
но заметить, что именно κ отвечает за взаимодействие между модами, при
κ = 0 собственные числа системы просто масштабируется. Условие ИТ мож-
но записать как ω̃− = ω̃+, или (ξω2 − γω1)

2 + 4κ2ω1ω2 = 0. На рисунке 16
приведен пример поверхностей вещественных и мнимых частей собствен-
ных частот возмущенной системы в зависимости от параметров системы. Ис-
пользуемые значения параметров указаны на рисунке. Видно, что пересече-
ние вещественных частей на плоскости κ = 0 переходит в антипересечение
на плоскости κ = 0.04, обратный переход наблюдается во мнимых частях.
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На рисунке выделена ИТ, которая появляется при определенных значениях
параметров κ и h.

h h

R
e
{
ω̃
±
}

√
κ
2
/ξγ

ω1(h) = 2.2h+ 6− 0.2i, ω2(h) = 6h+ 0.3− 0.6i, ξ = 1, γ = 1

I
m
{
ω̃
±
}

ИТ

√
κ
2
/ξγ

Рисунок 16 – Поверхностей вещественных и мнимых частей собственных
частот возмущенной системы в зависимости от параметров системы

Получение значений κ, ξ и γ требуют ввода скалярного произведения
и нормировки в пространстве собственных мод. Чтобы показать, что эта мо-
дель может описывать поведение собственных мод в окрестности ИТ, эти
параметры были подобраны при помощи методов численной оптимизации.
Считая, что в области обратных высот резонатора h0/h от 1.52 до 1.55 па-
раметры меняются слабо, их можно считать константами. Собственные ча-
стоты изначального резонатора можно аппроксимировать линейными зави-
симостями

ω1(h0/h) = (2.224724− i0.023396) · h0/h+ 6.846411− i0.242355, (54)

ω2(h0/h) = (6.302923− i0.221363) · h0/h+ 0.606508− i0.31179. (55)

Параметры, получившиеся в результате оптимизации, и максимальные от-
носительные ошибки при использовании этих параметров представлены в
таблице 1. Получаемые по формуле (53) вещественные и мнимые части соб-
ственных чисел нанесены на рисунок 15.
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Таблица 1 – Параметры модели и максимальная относительная ошибка мо-
дели при использовании этих параметров для различных значений α

α ξ γ κ Макс. отн.
ошибка, %

1.000 1 1 0 0.0044

0.902
0.993783

+i0.000728
1.000755

−i0.001037
0.017148

−i0.001479 0.0534

0.890
0.992245

+i0.000903
1.000909

−i0.001272
0.019272

−i0.001574 0.0113

В разделе было показано основное свойство ИТ, а именно корневой ха-
рактер зависимости расщепления собственных частот от параметров систе-
мы. В подразделе 3.2 был продемонстрирован способ получения из пересе-
чения собственных мод антипересечения. В разделе также был описан и про-
демонстрирован пример получения ИТ при нарушении симметрии системы.
Для описания поведения собственных частот в области ИТ в подразделе 3.4
была предложена феноменологическая модель.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе были рассмотрены системы представляющие собой компакт-

ный открытый акустический резонатор различной группы симметрии. Были
рассмотрены механизмы и условия появления ИТ и КССК с точки зрения
свойств симметрии собственных мод системы. Понимание того, по какому
неприводимому представлению преобразуются моды системы, позволяет без
моделирования предсказать, возможно ли наблюдать ИТ или КССК в таких
системах и, если да, то при каких условиях. Основные результаты работы
следующие:

a) приведена классификация собственных мод в соответствии с неприво-
димыми представлениями группы симметрии резонатора, по которым
они преобразуются,

б) продемонстрировано КССК по механизму Фридриха-Винтгена. Пока-
зано, что возникновение КССК по этому механизму связано не с кон-
кретной формой резонатора, а со свойствами симметрии его собствен-
ных мод,

в) продемонстрирован общий подход к получению ИТ в компактном аку-
стическом резонаторе любой точечной или предельной точечной груп-
пы симметрии путем нарушения его симметрии:
1) необходимо найти пересечение двух собственных мод, преобразу-

ющихся по разным неприводимым представлениям изначальной
группы симметрии;

2) необходимо подобрать такое нарушение симметрии, при котором
два неприводимых представления исходной группы перейдут в
одно неприводимое представление новой группы (раздел 3.3);

3) необходимо подобрать значение параметра нарушения симмет-
рии, при котором реализуется ИТ;

г) была предложена феноменологическая модель, основанная на исполь-
зуемом в оптике инструменте разложения по резонансным состояниям.
Модель хорошо описывает поведение собственных мод в окрестности
ИТ.
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