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ВВЕДЕНИЕ

На сегодняшний день квантовая оптика является одним из перспектив-

ных направлений современной физики, важным как с прикладной, так и с

фундаментальной точки зрения. В то же время, развитие нанофотоники зна-

чительно расширило потенциальные возможности для управления свойства-

ми взаимодействия электромагнитного излучения с веществом. Отдельного

внимания заслуживает эффект спин-орбитального взаимодействия света в

поверхностно-локализованных волнах. Данный эффект позволяет осуще-

ствить связь поляризации перехода квантового излучателя с направлением

излучаемой им волны [1; 2]. Благодаря этому оказывается возможна реа-

лизация однонаправленного переноса возбуждения в квантово-оптических

устройствах (рисунок 1). Примером таких устройств являются оптические

циркуляторы и переключатели[3], а также диоды[4]. Область физики, изуча-

ющая явления направленного распространения света в веществе, получила

название киральной квантовой оптики. Бурное развитие киральной кванто-

вой оптики было освещено в обзорной статье в журнале Nature Photonics[5].

Стоит отметить, что большинство представленных в обзоре работ основа-

ны на достаточно сложных с точки зрения экспериментальной реализации

объектах, таких как ультрахолодные атомы и их ансамбли. Более того,

за последние несколько лет эта область получила значительное развитие

благодаря прогрессу сразу в нескольких областях современной физики. Во-

первых, этому способствовали исследования оптических свойств двумерных

материалов на основе монослоев дихалькогенидов переходных металлов [6].

Интерес к ним вызван высокой эффективностью прямозонных переходов [7],

а также относительной простотой изготовления данных материалов. Важ-

но отметить то, что, благодаря отсутствию у них центра пространственной

инверсии вместе с сильным спин-орбитальным взаимодействием, оптиче-

ские переходы обладают циркулярной поляризацией [8]. В последние годы
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(а) (б)
Рисунок 1 –– (a) Направленное спонтанное излучение двух циркулярно по-
ляризованных диполей (σ±), помещенных в фотонный кристалл [3]. (б)
Схематичный дизайн однофотонного интерфейса – излучатель-резонатор с

киральным взаимодействием [9]

активно исследуются топологические состояния света. А именно, в ряде

периодических фотонных систем могут наблюдаться защищенные краевые

состония, связанные с топологией их зонной структуры. Ключевое свойство

таких состояний - однонаправленное распространение возбуждения, что де-

лает топологические состояния одной из самых перспективных платформ для

исследования направленного переноса квантового возбуждения [10; 11].

В дополнение к вышесказанному, стремительное развитие квантовых

технологий [12––14] привело к появлению нового направления физики, где

взаимодействие атомов со светом происходит через оптический волновод

[15––17]. Эта область физики получила название волноводной квантовой

электродинамики (Waveguide Quantum Electrodynamics, WQED). Важно от-

метить, что значительное влияние на экспериментальные WQED системы

оказывают эффекты беспорядка. Глобально эти эффекты разупорядочения

можно разделить на два типа: позиционные (связанные с флуктуациями

положения атомов вблизи оптического волновода) и энергетические (возни-

кающие в результате разброса уровней энергий квантовых излучателей). В

то же время, с теорией разупорядоченных сред неразрывно связаны явления
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локализации возбуждений [18]. В частности, согласно классической скей-

линговой теории, все собственные состояния раупорядоченной одномерной

системы должны быть локализованными [19]. Тем не менее ситуация су-

щественно меняется в неэрмитовых разупорядоченных квантовых системах.

В таких системах собственные состояния могут быть как локализованны-

ми, так и делокализованными[20; 21]. Помимо этого, была предложена

двухпараметрическая скейлинговая теория [22] локализации в киральных

системах, которая может стать важным расширением общей скелинговой

теории локализации возбуждений. Ввиду того, чтоWQED системы являются

неэрмитовыми из-за оптических потерь и направленного характера взаимо-

действия, собственные состояния таких разупорядоченных систем требуют

отдельного изучения.

На сегодняшний день были проведены исследования оптических

свойств квантово-оптических систем с киральной связью. Так, например, в

работе [23] (рисунок 2) изучалось взаимодействие посредством волновод-

ной моды случайно расположенных атомов в разупорядоченном массиве в

отсутсвие полностью направленного взаимодействия. Более того, было рас-

(а)
(б)

Рисунок 2 –– (a) Одномерная неупорядоченная решетка трехуровневых ато-
мов, связанных с оптическим волноводом [23]. (б) Отдельные атомы цезия,

удерживаемые вблизи поверхности оптического волокна [24]

смотрено влияние беспорядка на оптические свойства полупроводниковых

поляритонных решеток [25; 26]. Нельзя не упомянуть недавние работы по

исследованию прохождения света через киральные разупорядоченные мас-

сивы атомов [27; 28]. Тем не менее, свойства локализации и делокализации

9



собственных состояний в разупорядоченном массиве атомов, взаимодей-

ствующих через оптическую волноводную моду, не были рассмотрены

на сегодняшний день. Более того, не было детально изучено формирова-

ние собственных состояний таких систем при непрерывном переходе от

симметричного к полностью однонаправленному взаимодействию.

Целью данной работы является исследование собственных состояний

разупорядоченной цепочки квантовых излучателей с однонаправленным вза-

имодействием:

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следу-

ющие задачи:

1. Исследовать собственные состояния упорядоченной системы кван-

товых излучателей с симметричным и асимметричным взаимодей-

ствием

2. Изучить собственные состояния разупорядоченной системы кван-

товых излучателей с симметричным и асимметричным взаимодей-

ствием

3. Классифицировать собственные состояния упорядоченной системы

на локализованные и делокализованные
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1 Общее описание системы двухуровневых квантовых
излучателей

В данной главе мы приведем общее описание рассматриваемой нами

системы квантовых излучателей, взаимодействующих посредством вол-

новодной моды. Будет продемонстрирован гамильтониан, описывающий

цепочку взаимодействующих квантовых излучателей с одночастичным

возбуждением. Кроме того, мы продемонстрируем вывод констант свя-

зи квантовых излучателей с возможностью непрерывного перехода от

симметричного взаимодействия к полностью однонаправленному.

1.1 Эффективный гамильтониан системы

Рассматриваемая в данной работе базовая модель представляет собой

одномернный массив из N трехуровневых квантовых излучателей (рисунок

3), расположенных в точках с координатами zn с периодом a и взаимодей-

ствующих посредством волноводной моды. Система помещена во внешнее

магнитное поле, разделяющее переходы с различными спин-моментамиm =

−1,0,1. Переходы с m = ±1 обладают циркулярным дипольным момен-

том перехода, ответственным за направленное возбуждение волноводной

моды и, таким образом, реализующие направленное взаимодействие меж-

ду состояниями. Поскольку энергетическое расщепление между различными

электронными состояниями больше естественной ширины спектральной ли-

нии, переход можно рассматривать как невзаимодействующий, и атомы в

цепочке фактически сводятся к двухуровневому представлению. Таким об-

разом, каждый атом в цепочке имеет два возможных состояния: основное

(невозбужденное) |g⟩ - ground state и возбужденное |e⟩ - excited state. В слу-

чае конечной системы, эффективный гамильтониан рассматриваемой задачи

может быть записан в следующем виде [29]

Ĥ = Ĥ0 + V̂
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Ĥ0 =
N∑

m=1

ℏ
(
ωm − i

γm

2

)
σ̂+mσ̂

−
m V̂ = ℏ

N∑
m,n=1
m ̸=n

gn,mσ̂
+
n σ̂

−
m,

где ωm и γm – частота перехода и коэффициент спонтанной эмиссии m-

ого излучателя, соответственно, a gm,n – константы взаимодействия между

двухуровневыми атомами в цепочке. В то время как частоты переходов ωm

у каждого из квантовых излучателей могут быть различны, коэффициенты

спонтанной эмиссии γm предполагаются одинаковыми и равными γ0. Ба-

зис, в котором записан гамильтониан системы, представляет собой набор

из N состояний: |1⟩ , |2⟩ , ..., |N⟩. Каждое состояние |n⟩ из данного набора

соответсвует n-ому возбужденному атому в цепочке, при этом все осталь-

ные находятся в основном состоянии. Оператор σ̂+m переводитm-ый атом из

основного состояния в возбужденное, а σ̂−m, наоборот, из возбужденного в

основное.

Рисунок 3 –– Массив периодически расположенных квантовых излучате-
лей, взаимодействующих посредством волноводной моды и помещенных во

внешнее магнитное поле
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1.2 Константы взаимодействия квантовых излучателей

Для дальнейшего изучения рассматриваемой системы требуется опре-

делить описанные выше константы связи gm,n m-ого и n-ого атомов в

цепочке. Константы взаимодействия двух квантовых излучателей определя-

ются через электромагнитную функцию Грина

gm,n = −4πk20d
∗
mG(rm,rn,ω0)dn, (1)

где dn – дипольный момент перехода n-ого излучателя в цепочке, а k0 = ω0/c

– волновой вектор в свободном пространстве. Общее выражение для однофо-

тонной функции Грина имеет следующий вид [30]

GT
w (r, r′;ω) =

iaω

2vg

[
Θ(x− x′) ekω(r)e

∗
kw

(
rt
)
eikω(x−x′)

+Θ(x′ − x) e∗kw(r)ekw (r
′) e−ikω(x−x′)

]
, (2)

где, исходя из нашего рассмотрения дискретной модели, x и x′ равны zn и zm,

соответственно. Для циркулярно поляризованного диполя dn = d0/
√
2(ex +

iez). В то же время эллиптически поляризованная волноводная мода опре-

деляется как E = E0
1√
1+s2

(ex − isez), где s - параметр, который может

принимать значения от 0 до 1. Таким образом, если s = 0 - поляризация

волнводной моды линейная, вдоль оси х, если же s = 1 - циркулярная. Непо-

средственной прямой подстановкой dn иE в формулу (1) с учетом уравнения

(2) получаются следующие выражения для констант связи

gm,n =


−iγ0

(1± |s|)2

2(s2 + 1)
eiφmn дляm > n

−iγ0
(1∓ |s|)2

2(s2 + 1)
eiφmn дляm < n

,

где γ0 = 4πk20
aω|d0E0|2

2vg
. Фазаφmn = k0|zm−zn| возникает в результате распро-

странения фотона посредством волноводной моды от излучателя на позиции

zn к излучателю на позиции zm. Определим амплитудные коэффициенты

спонтанной эмиссии вправо(вдоль оси z) и влево(против оси z) следующим
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образом

γR = γ0
(1± |s|)2

2(s2 + 1)
γL = γ0

(1∓ |s|)2

2(s2 + 1)
.

Тогда константы взаимодействия gm,n принимают упрощенный вид

gm,n =


−iγRe

iφmn дляm > n

−iγLe
iφmn дляm < n

.

Для дальнейшего удобства мы ввели параметр асимметрии ξ = γL/γR =

(1∓|s|)2/(1±|s|)2. В данной работе мы ограничились рассмотрением только

циркулярно поляризованных диполей с левосторонней поляизацией, таким

образом, параметр асимметрии может изменяться от ξ = 1 для симметрич-

ного взаимодействия до ξ = 0 для полностью асимметричного (кирального)

взаимодействия. Итого, общий вид констант взаимодействия gm,n с учетом

введенного параметра асимметрии определяется как

gm,n =


−iγ0

eiφmn

1 + ξ
дляm > n

−iγ0
ξeiφmn

1 + ξ
дляm < n

. (3)

В частности, если взаимодействие атомов в цепочке симметричное (ξ = 1), то

gm,n = gn,m = −i
γ0

2
eiφmn

а если полностью однанаправленное (ξ = 0), то

gm,n =


−iγ0e

iφmn дляm > n

0 дляm < n

.

1.3 Коэффициент участия собственных состояний системы

Собственные состояния рассматриваемой нами системы квантовых

излучателей описывались в уже упомянутом ранее базисе одночастичных
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состояний |1⟩ , |2⟩ , ..., |N⟩. Тогда предположим, что у гамильтониана взаимо-

действия Ĥ имеется собственное состояние |ψk⟩

Ĥ = λk |ψk⟩ ,

где λk - соответствующее собственное значение. Разложим состояние |ψk⟩

по базисным векторам

|ψk⟩ =
N∑
k=1

ck |k⟩ .

Здесь ck - амплитуда вероятности возбуждения k-ого атома в одномерной

цепочке, а |ck|2 - соответствующая вероятность возбуждения. Для количе-

ственной характеристики собственных состояний |ψk⟩ была использована

величина коэффциента участия (Participation Ratio, PR), определяемая сле-

дующим образом

PRk =

(
N∑
k=1

|ck|2
)2

N∑
k=1

|ck|4
.

Величина коэффициента участия показывает среднее число возбужденных

атомов в цепочке. Так, например, если в возбужденном состоянии в системе,

не умаляя общности, находится только первый атом: |ψk⟩ = |1⟩, то соответ-

ствующее значение PR равняется

PR =
(12 + 0 + 0 + ...+ 0)2

14 + 0 + 0 + ..+ 0
= 1.

В то же время, предположим, что в цепочке одновременно все N атомов на-

ходятся в возбужденном состоянии. Тогда |ψk⟩ =
N∑
k=1

1√
N

|k⟩, а значение

коэффициента участия определяется как

PR =

(
N∑
k=1

1

N

)2

N∑
k=1

1

N 2

= N.
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В общем случае коэффициент участия принимает значения от 1 до N. Ино-

гда в подобных задачах изучают обратную величину коэффициента участия

(Inversed Participation Ratio, IPR), которая, как следует из названия, опреде-

ляется как IPR = PR−1.

Величина коэффициента участия собственного состояния тесно связа-

на с тем, является ли данное собственное состояние локализованным, то есть

локализованно ли возбуждение в рассматриваемой системе, или нет. Дей-

ствительно, если величина коэффициента участия мала по сравнению с N,

например, PR = 10 для цепочки из N = 100 атомов, то можно ожидать, что

возбуждение в системе локализованно. Если же PR приблизительно равен

числу атомов в цепочке, резонно предположить, что такое состояние являет-

ся делокализованным. Более подробный анализ коэффициента участия и его

связи со степенью локализации собственного состояния будет представлен

в подразделе 3.4.
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2 Упорядоченная цепочка квантовых излучателей

Во второй главе рассматривается упорядоченная цепочка квантовых из-

лучателей (рисунок 4). В таком случае, частота перехода каждого из атомов

в цепочке равнаω, а коэффициент спонтанной эмиссии - γ0. Тогда гамильто-

ниан рассматриваемой системы принимает следующее выражение

Ĥ = Ĥ0 + V̂

Ĥ0 = ℏ
(
ω− i

γ0

2

) N∑
m=1

σ̂+mσ̂
−
m, V̂ = ℏ

N∑
m,n=1
m ̸=n

gn,mσ̂
+
n σ̂

−
m.

Рисунок 4 –– Упорядоченная цепочка квантовых излучателей, взаимодейству-
ющих через волноводной моду

2.1 Бесконечная упорядоченная цепочка квантовых излучателей

Прежде всего мы рассмотрели цепочку с бесконечным числом кванто-

вых излучателей в отстутствие какого-либо беспорядка. Как уже было ска-

зано ранее, частоты переходов каждого из двухуровневых атомов ωn равны

ω, расстояние между двумя соседними излучателями равно a. Взаимодей-

ствие излучателей посредством волноводной моды приводит к образованию

поляритонных состояний, дисперсионные соотношения для которых можно

получить следующим образом. Используя анзац для собственных функций
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рассматриваемого нами гамильтониана

|φ⟩ =
+∞∑

n=−∞
eiqan |n⟩ ,

где |n⟩ состояние соответсвует n-ому возбужденному атому в цепочке, в то

время как все остальные находятся в основном состоянии. В итоге, мы по-

лучаем

Ĥ |φ⟩ = E |φ⟩ ,

где E есть собственная энергия. В то же время, согласно 4, запишем

Ĥ |φ⟩ = Ĥ0 |φ⟩+ V̂ |φ⟩ = ℏ
(
ω− i

γ0

2

) +∞∑
n=−∞

eiqan |n⟩+

ℏ
+∞∑
n,m=−∞
gm,nσ̂

+
n σ̂

−
m

+∞∑
n′=−∞

eiqan
′ |n′⟩ .

Таким образом, после домножения полученного выражения справа на ⟨n|

и, используя ортогональность {|n⟩}-состояний, мы приходим к следующе-

му выражению

Eeiqan = ℏ
(
ω− i

γ0

2

)
eiqan + ℏ

+∞∑
m=−∞

eiqamgn,m.

Вводя ∆ω = ω(q) −ω, наше выражение слегка упрощается

∆ω(q) = −i
γ0

2
+

+∞∑
m=−∞
m̸=n

eiqa(m−n)gn,m.

Подставляя полученные нами выражения 3 для констант связи gn,m,

имеем

∆ω(q) = −i
γ0

2
− iγ0

ξ

1 + ξ

+∞∑
n=1

ei(φ+qa)n−

−iγ0
1

1 + ξ

+∞∑
n=1

ei(φ−qa)n. (4)
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После суммирования по n, получаем

∆ω(q) = −i
γ0

2
− iγ0

ξ

1 + ξ

ei(φ+qa)

1− ei(φ+qa)
−

−iγ0
1

1 + ξ

ei(φ−qa)

1− ei(φ−qa)
. (5)

В итоге, опуская тривиальные тригонометрические выкладки, мы получаем

финальное выражение для дисперсионных соотношений бесконечной упо-

рядоченной цепочки двухуровневых атомов

∆ω(q) =
γ0

2(1 + ξ)

(
ctg

(
φ− qa

2

)
+ ξ ctg

(
φ+ qa

2

))
. (6)

В случае симметричного взаимодействия ξ = 1 и идеального однонаправ-

ленного взаимодействия ξ = 0, дисперсионные соотношения выглядят

следующим образом

∆ω(q) =
γ0

2

sin(φ)

cos(qa)− cos(φ)
для ξ = 1

∆ω(q) =
γ0

2
ctg

(
φ− qa

2

)
для ξ = 0. (7)

Дисперсионные кривые для поляритонных состояний показана на ри-

сунке 5 для фиксированного периода φ = k0a = π/2 и нескольких

значений параметра асимметрии. Черная кривая демонстрирует случай сим-

метричного взаимодействия. В то же время, для кирального взаимодействия,

асимметричность дисперсионной кривой отражает направленный транспорт

квантового возбуждения в положительном направлении оси z. Помимо это-

го, можно заметить, что непрерывное изменение параметра асимметрии от

ξ = 1 до 0 приводит к закрытию запрещенной зоны, ширина которой для

любого значения параметра ξ определяется как

Eg/ℏ = ω+ −ω− = 2γ0
√
ξ/(1 + ξ).
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Рисунок 5 –– Дисперсионные кривые поляритонных состояний упорядочен-
ной системы квантовых излучателей при различных значениях параметра

асимметрии ξ. Период системы a: φ = k0a = π
2

2.2 Конечная упорядоченная цепочка с симметричным
взаимодействием

При переходе от бесконечного количества квантовых излучателей в

цепочке к конечному, собственные состояния системы приобретают нену-

левую мнимую часть, ответственную за потери, возникающие в результате

рассеяния фотона на краях рассматриваемого нами массива атомов. Таким

образом, собственные состояния конечной системы принимают следующий

общий вид

Ĥ |ψk⟩ = ℏΩk |ψk⟩ Ωk = ωk − iγk/2,

где Ωk - собственные частоты рассматриваемой нами системы. В случае сим-

метричного взаимодейтвия атомов в цепочке собственные частоты образуют

в комплексной плоскости хорошо известную структуру так называемых кру-

гов Теплица [31], согласно одноименному названию соответствущего типа

матриц [32]. На рисунке 6 построены собственные состояния конечной си-
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стемы с симметричным взаимодействием, ξ = 1, состоящей из N = 400

квантовых излучателей и фазой φ = π/2, в первой зоне Бриллюэна. Каж-

дому собственному состоянию рассматриваемой системы сопоставляется

соответстувующий квази-вектор момента, который может быть определен

с помощью ананлиза профиля собственной моды |ψk⟩ [33; 34]. Цвета по-

Рисунок 6 –– Собственные состояния упорядоченной системы с симметрич-
ным взаимодействием из N = 400 атомов. Дисперсия бесконечной системы

показана на рисунке серой кривой. Период системы a: φ = k0a = π
2

строенных на рисунке 6 точек показывают соответствующие радиоционные

потери собственных состояний, а размер точек - их коэффициент участия. До-

полнительно на рисунке построены профили мод суб- и сверхизлучающих

собственных состояний, их дополнительный анализ будет проведен далее.

По оси абсцисс на вставках к рисунку 6 отложены номера атомов в цепоч-

ке, по оси ординат - соответствующие амплитуды вероятности cn для n-ого

атома в системе. Серая линия на построенном графике показывает то, что

дисперсия бесконечной цепочки согласуется с дисперсией конечной, так как
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построенные дискретные собственные состояния конечной системы ложатся

на дисперсионную кривую бесконечной цепочки квантовых излучателей.

2.3 Конечная упорядоченная цепочка с асимметричным
взаимодействием

В данном разделе мы рассмотрели собственные состояния упорядочен-

ной системы с асимметричным взаимодействием. Таким образом, параметр

асимметрии может принимать значения в следующем диапазоне: 0 ⩽ ξ < 1.

Соответственно, чем меньше значение параметра асимметрии, тем сильнее

атомы излучают посредством волноводной моды вдоль направления оси z,

по сравнению с излучением в противоположном направлении.

Аналогично случаю упорядоченной системы с симметричным взаи-

модействием, на рисунке 7 построенны собственные состояния системы

из N = 400 атомов, фазой φ = π
2 с практически однонаправдленным

взаимодействием, ξ = 10−4, в первой зоне Бриллюэна. Как уже было

упомянуто в предыдущем разделе, размер точек на данном рисунке по-

казывает соответствующую величину коэффициента участия для каждого

собственного состояния системы, а их цвет - излучательные потери этих со-

стояний. Дисперсионная зависимость бесконечной системы при параметре

асимметрии ξ = 10−4 показана на рисунке серой кривой. Как и в случае сим-

метричной системы, мы видим согласование дисперсионных зависимостей

конечной и бесконечной систем с асимметричной связью. Кроме того, ана-

логично случаю бесконечной цепочки квантовых излучателей, запрещенная

зона конечной системы начинает сужаться при уменьшении ξ и полностью

закрывается, когда параметр асимметрии становится равным нулю.

Сравним характерные профили собственных мод, представленные на

вставках к рисунку 6 и рисунку 7. Заметим, что в случае симметричного вза-

имодействия квантовых излучателей, возбуждение в цепочке распределено

по всей ее длине. В то же время при асимметричном взаимодействии, ξ < 1,
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Рисунок 7 –– Собственные состояния упорядоченной системы с асимметрич-
ным взаимодействием из N = 400 атомов. Дисперсия бесконечной системы

показана на рисунке серой кривой. Период системы a: φ = k0a = π
2

возбуждение в цепочке смещено к ее правому краю. Это можно объяснить

тем, что при малом значении параметра асимметрии ξ каждый атом излучает

вдоль оси z, и практически ничего не излучает в противоположном направ-

лении. В частности, в случае полностью однонаправленного взаимодействия,

ξ = 0, все возбуждение в цепочке сосредоточено на последнем атоме.
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3 Разупорядоченная цепочка квантовых излучателей

Данная глава посвящена изучению разупорядоченной системы двух-

уровневых атомов (рисунок 8). В случае упорядоченной системы частота

перехода каждого из атомов была одинаковой и равнялась постоянной ве-

личине ω. Теперь частота перехода k-ого атома в цепочке отличается от

среднего значения ω на некоторую случайную величину ∆ωk. Таким обра-

зом, частота перехода атома с номером k в цепочке принимает следующий

вид

ωk = ω+∆ωk,

где ∆ωk - случайная величина, распределенная по нормальному закону

Рисунок 8 –– Разупорядоченная цепочка квантовых излучателей, взаимо-
действующих с помощью волноводной моды. Частота перехода каждого из

атомов отлична от среднего значенияω

с нулевым математическим ожиданием и дисперсией σ = δ · γ0. Как и

ранее, γ0 - коэффициент спонтанной эмиссии каждого из атомов. В резуль-

тате, чем больше коэффициент пропорциональности δ, который мы будем

называть амплитудой беспорядка, тем сильнее влияние беспорядка на рас-

сматриваемую нами систему взаимодействующих квантовых излучателей.

Таким образом, гамильтониан системы с беспорядком принимает следую-
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щий вид

Ĥ =
N∑

m=1

ℏ
(
ωm − i

γm

2

)
σ̂+mσ̂

−
m + ℏ

N∑
m,n=1
m ̸=n

gn,mσ̂
+
n σ̂

−
m.

3.1 Разупорядоченная цепочка с симметричным
взаимодействием

В данном разделе изучаются собственные состояния разупорядоченной

системы двухуровневых атомов, каждый из которых одинаково взаимоде-

ствует со своими правыми и левыми соседями в цепочке, таким образом,

параметр асимметрии ξ принимает значение равное 1. Одно из ключевых

отличий разупорядоченной системы от упорядоченной состоит в необходи-

мости усреднения исследуемых нами величин по нескольким реализациям

беспорядка в системе. Поэтому подходы, которые мы использовали для

изучения собственных состояний упорядоченной системы, требуют коррек-

тировки. Для этого мы рассмотрели плотность состояний (density of states,

DOS), которая определяется как

ρ(ω) =
dN(ω)

dω
,

где dN - число собственных состояний системы, попадающих в интервал

(ω;ω + dω). Таким образом, мы разбивали промежуток частот на интерва-

лы, в каждом из которых усредняли по различным реализациям беспорядка

число состояний, попадающих в данный интервал. В итоге мы получали

усредненную плотность состояний разупорядоченной системы квантовых

излучателей. На рисунке 9 (а) построены плотности состояний упорядочен-

ной и разупорядоченной систем из N = 400 двухуровневых атомов, фаза φ

по-прежнему равна π
2 . Синяя гистограмма соответствует упорядоченной си-

стеме, наблюдается уже упомянутая ранее запрещенная зона. При внесении

беспорядка в систему, граница запрещенной зоны размывается, тем самым,

образуются Урбаховские хвосты [35]. Это утверждение продемонстрирова-
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(а) (б)
Рисунок 9 –– (a) Плотность состояний упорядоченной (δ = 0) и разупоряо-
ченной (δ = 0.1) систем с симметричным взаимодействием. (б) Коэффициент
участия собственных состояний упорядоченной (δ = 0) и разупорядоченной,
(δ = 0.1) систем. Число атомов в цепочке N = 400,φ = π

2 , ξ = 1, число реа-
лизация беспорядка Naver = 500

но на рисунке 9 (а) красной гистограммой.

Другой характеристикой собственных состояний разупорядоченной

системы является уже используемая нами ранее величина коэффициента

участия. Однако в случае системы с беспорядком требуется усреднение этой

величины. Для этого, аналогчно построению усредненной плотности состоя-

ний, мы разбиваем промежуток, в котором содержатся собственные частоты

системы, на интервалы. В каждом из интервалов разбиения расчитывает-

ся усредненная величина коэффициента участия собственных состояний,

попавших в этот интервал при реализации беспорядка. Дополнительно

мы проверили работоспособность представленного метода усреднения

коэффициента участия, сравнив усредненный результат с несколькими

реализациями беспорядка в системе, для каждого из которых построили

величину коэффициента участия для собственных состояний. В результате,

численно усредненная зависимость действительно отражает усредненную по

реализациям беспорядка зависимость коэффициента участия собственных

состояний расмматриваемой системы.

На рисунке 9 (б) построены коэффициенты участия собственных со-
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стояний, нормированные на число атомов в цепочке N , упорядоченной и

разупорядоченной систем с симметричным взаимодействием, ξ = 1. Синие

точки соответствуют упорядоченной системе (δ = 0), красные - системе с

беспорядком (δ = 0.1). Как уже было отмечено ранее, внесение беспорядка в

систему приводит к размытию запрещенной зоны. Более того, коэффициент

участия собственных состояний на границе запрещенной зоны разупорядо-

ченной системы значительно меньше, чем у соответствующих состояний

упорядоченной системы. Это свидетельствует о появлении локализованных

состояний на границе запрещенной зоны разупорядоченной системы.

3.2 Разупорядоченная цепочка с асимметричным
взаимодействием

После рассмотрения разупорядоченной системы с симметричным ти-

пом взаимодействия, мы перешли к изучению асимметричной системы с

беспорядком. Как и в предыдущем разделе, для характеризации собственных

состояний использовались усредненные плотность состояний и коэффициен

участия состояний рассматриваемой системы. Метод усреднения полностью

аналогичен описанному выше для случая разупорядоченной системы при

ξ = 1.

На рисунке 10 (а) построеныплотности состояний для упорядоченной и

разупорядоченной систем с асимметричным взаимодействием. Прежде все-

го, сравнивая плотности состояний упорядоченной системы для ξ = 1 и ξ =

0.01, мы видим сужение запрещенной зоны. Более того, как и в случае сим-

метричной разупорядоченной системы, при ξ = 0.01 граница запрещенной

зоны системы с беспорядком размывается по сравнению с упорядоченной

системой с соответствющим значением параметра асимметрии.

В тоже время, если рассмотреть представленные на рисунке 10 (б)

усредненные, нормированные на число атомов в цепочке N , коэффициенты

участия собственных состояний для асимметричной системы, можно заме-
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(а) (б)
Рисунок 10 –– (a) Плотность состояний упорядоченной, δ = 0, и разу-
поряоченной, δ = 0.1, систем с асимметричным взаимодействием. (б)
Коэффициент участия собственных состояний упорядоченной, δ = 0, и разу-
порядоченной, δ = 0.1, систем. Число атомов в цепочкеN = 400,φ = π

2 , ξ =

0.01, число реализация беспорядка Naver = 500

тить, что как и в случае симметричной разупорядоченной цепочки, внесение

беспорядка в систему приводит к значительному уменьшению коэффициента

участия собственных состояний на границе запрещенной зоны. Таким обра-

зом, мы приходим к выводу, что внесение беспорядка как в симметричную,

так и в направленную систему квантовых излучателей приводит к появлению

локализованных состояний на границе запрещенной зоны.

3.3 Разупорядоченная цепочка с однонаправленным
взаимодействием

Теперь рассмотрим разупорядоченную цепочку двухуровневых ато-

мов с полностью направленным взаимодействием. В таком случае параметр

асимметрии ξ равен 0, и каждый атомв в цепочке взаимодействует только со

своими соседями, расположенными дальше от него по оси z. Гамильтониан

такой системы принимает вид

Ĥ = Ĥ0 + V̂
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Ĥ0 =
N∑

m=1

ℏ
(
ωm − i

γ0

2

)
σ̂+mσ̂

−
m V̂ = ℏ

N∑
m,n=1
m<n

gn,mσ̂
+
n σ̂

−
m,

где суммирование по m и n в V̂ ведется при условии m < n. В базисе

состояний |n⟩ с одночастичным возбуждением, гамильтониан системы запи-

сывается в виде нижнетреугольной матрицы

Ĥ =



D1 0 0 . . . 0

geiφ D2 0 . . . 0

gei2φ geiφ D3 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

gei(N−1)φ gei(N−2)φ gei(N−3)φ . . . DN


,

где g = −iℏγ0, Dk = ℏ
(
∆ωk − i

γ0

2

)
, а φ = k0a. Заметим, что если бы

в системе не было беспорядка, то все диагональные значения матрицы га-

мильтониана были бы одинаковыми. В таком случае спектр рассматриваемой

системы был бы N -вырожден, а единственный собственный вектор имел бы

вид |0,0,...,0,1⟩, т.е. |N⟩. Таким образом, все возбуждение в цепочке было бы

сосредоточено на самом последнем атоме системы.

При внесении беспорядка в систему, описанное выше вырождение сни-

мается. Как следствие, у системы появляются N различных собственных

векторов
(
v(1), v(2), . . . , v(N)

)
, собственные значения для которых равны,

соответственно, D1, D2, . . . , DN . Более того, j-ая компонента собственного

вектора v(k) в таком случае может быть выражена как

v
(k)
j = Ak

(
δj,N + (1− δj,N)H [j − k]

N∏
m=j+1

(Dk −Dm)

(g +Dk −Dm−1)
e−i(N−j)φ

)
,

где Ak - нормировочная константа, |v(k)|2 = 1, аH [j − k] - дискретная функ-

ция Хевисайда, кооторая равна 0 при k > j, или 1 в противном случае. После

определения собственных векторов системы, составим матрицу перехода S
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к собственному базису системы S =
(
v(1), v(2), . . . , v(N)

)
=



A1
(D1−D2)...(D1−DN )e−i(N−1)φ

(g+D1−D1)...(g+D1−DN−1)
0 . . . 0 0

A1
(D1−D3)...(D1−DN )e−i(N−2)φ

(g+D1−D2)...(g+D1−DN−1)
. . . . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

A1
(D1−DN )e−iφ

(g+D1−DN−1)
A2

(D2−DN )e−iφ

(g+D2−DN−1)
. . . AN−1

(DN−1−DN )e−iφ

(g+DN−1−DN−1)
0

A1 A2 . . . AN−1 AN


.

Как видно из вышеизложенного, матрица S тоже имеет нижнетреугольную

форму, а собственный вектор v(N) соответствует состоянию |N⟩, аналогич-

но случаю упорядоченной системы. Несмотря на тот факт, что у остальных

собственных векторов имеются ненулевые компоненты, тем не менее, воз-

буждение в цепочке экспонециально затухает от правого края цепочки к

левому. Чтобы подтвердить это утверждение, вероятность возбуждения |cn|2

n-ого атома в цепочке для собственного состояния с наибольшим коэффи-

циентом участия аппроксимировалась функцией ∼ e
n−(N+1)

Lloc , где Lloc - длина

локализации в системе.

На рисунке 11 представлена зависимость обратной длины локализа-

ции от амплитуды беспорядка для нескольких размеров рассматриваемой

системы. Как видно из рисунка, даже при большом значении амплитуды бес-

порядка, δ = 0.1, обратная длина локализации больше 1, что свидетельствует

о том, что такие состояния являются локализованными. В противном случае

обратная длина локализации была бы равна 0. Таким образом, мы приходим

к выводу, что в разупорядоченной, полностью однонаправленной системе

двухуровневых атомов собственные состояния системы являются локализо-

ванными, кроме того, возбуждение в цепочке, как и в случае направленной

упорядоченной системы, сосредоточено на правом краю цепочки.
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Рисунок 11 –– Зависимость обратной длины локализации Lloc от амплитуды
беспорядка δ в разупорядоченной киральной системе из N атомов

3.4 Классификация собственных состояний
разупорядоченной цепочки

В предыдущем разделе было продемонстрировано, что при внесении

беспорядка в частоты переходов двухуровневых атомов, взаимодействую-

щих посредством волноводной моды, на границе запрещенной зоны появ-

ляются собственные состояния с малым значением коэффициента участия.

Таким образом, у таких собственных состояний все возбуждение в цепочке

сосредоточено на нескольких атомах системы. Однако, малый коэффици-

ент участия не является достаточным условием того, что состояние является

локализованным. А именно, локализованным состоянием называется состо-

яние, коэффициент участия которого остается постоянным при увеличении

размеров системы, в нашем случае – числа атомов в цепочке. Таким образом,

для локализованного состояния имеем

PR(N) ≈ const(N).
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В то же время, делокализованным состоянием является состояние, коэффи-

циент участия которого растет с увеличением числа квантовых излучателей

в цепочке. В итоге, для делокализованных состояний общая зависимость ко-

эффициента участия выглядит следующим образом

PR(N) ∼ N.

Обобщая представленную выше классификацию собственных состояний, за-

висимость коэффициента участия собственных состояний от числа атомов в

цепочке N принимает вид

PR(N) ∼ Nα,

где α = 0 для локализованных состояний, и α = 1 для делокализованных.

С помощью такого подхода мы продемострируем далее, что состояния на

границе запрещенной зоны разупорядоченной системы являются делокали-

зованными.

На рисунке 12 построена двумерная карта коэффициента α. По оси

абсцисс отложены собственные состояния разупорядоченной системы с дис-

персией σ = 0.1γ0, т.е. δ = 0.1, а по оси ординат - параметр асимметрии

ξ. Для получения значения коэффициента α аппроксимировалась степенная

зависимость коэффициента участия собственного состояния от числа ато-

мов в цепочке, в интервале N от 800 до 1200 атомов в системе. Более того,

проводилось усреднение рассматриваемого степенного коэффициента по 200

реализациям беспорядка в частотах переходов атомов рассматриваемой си-

стемы. Черная линия на данном рисунке показывает границу запрещенной

зоны упорядоченной системы из N = 1200 атомов.

При ξ = 1, т.е. в случае симметричного взаимодействия в системе,

наблюдается уже привычная нам запрещенная зона, границы которой начи-

нают расплываться при внесении беспорядка в систему. При переходе от

симметричного к направленному взаимодействию, наблюдается уменьше-

ние размера запрещенной зоны. В то же время, заметим, что коэффициент α
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Рисунок 12 –– Усредненная зависимость степенного коэффициента α для
коэффициентов участия собственных состояний от числа квантовых излу-
чателей в системе. Амплитуда беспорядка δ = 0.1. Число реализации
беспорядка в системе - 200. Диапазон числа атомов в цепочке для аппрок-

симации коэффициента α - от 800 до 1200 атомов

вблизи границы запрещенной зоны ≈ 0 (синяя область на рисунке), что сви-

детельствует о том, что состояния на границе запрещенной зоны, согласно

представленной выше классификации, действительно являются локализо-

ванными. Это утверждение выполняется как для цепочки с симметричным

взаимодействием, так и для системы с асимметричным взаимодействием, ко-

гда параметра асимметрии ξ < 1.

В то же время, если рассмотреть состояния вне запрещенной зоны, то

их соответствующий коэффициент участия α ≈ 1, т.е. PR ∼ N . Тем не
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менее, если рассмотреть цепочку с числом атомов, превосходящим рассмот-

ренный диапазон значений, например, 1500 атомов, окажется, что данные

состояния являются локализованными. Таким образом, длина локализации

данных собственных состояний превосходит рассматриваемый размер систе-

мы, вследствие чего оказывается, что возбуждение в цепочке распределено по

всему ее объему. Чтобы отделять в нашем рассмотрении такие состояния от

делокализованных по представленной выше классификации, мы обозначили

их на рисунке 12 как quasi-extended states, т.е. квазилокализованными. Та-

ким образом, суммируя вышесказанное, зависимость коэффициента участия

данных состояний сначала возрастает как для делокализованного состояния

до достижения критического размера системы, начиная с которого PR вы-

ходит на постоянную зависимоть и, как следствие, возбуждение в системе

локализуется.

Для более детального анализа результата, представленного на рисунке

12, мы отдельно изучили зависимость коэффициента участия собственных

состояний вблизи запрещенной зоны от числа атомов в цепочке. На рисун-

ке 13 представлена данная зависимость при различных значениях параметра

асимметрии. Состоянием A (”State A”) на данном рисунке обозначены состо-

яния на границе запрещенной зоны, состоянием B (”State B”) - состояние вне

запещенной зоны. Мы видим, что при ξ = 1 зависимость коэффициента уча-

стия от числа атомов в цепочке является постоянной, таким образом, как уже

было отмечено, эти состояния являются локализованными. При параметре

асимметрии ξ < 1, существует критическое значение числа атомов в цепочке

Ncrit, такое, что, пока число атомов в системеN < Ncrit, состояния на границе

запрещенной зоны являются делокализованными. Это отражено на рисунке

рисунке 13 тем, что коэффициент участия соответствующих состояний растет

с увеличением N . Однако, при достижении числа атомов в рассматриваемой

системе больше, чем значение Ncrit, коэффициент участия выходит на по-

стоянную зависимость. Таким образом, эти состояния, в действительности,

являются локализованнными. Для наглядности мы построили зависимость
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Рисунок 13 –– Зависимость коэффициента участия собственных состояний
разупорядоченной системы в зависимости от числа атомов в цепочке при
различных параметрах асимметрии. Амплитуда беспорядка δ = 0.1. Число

усреднений реализаций беспорядка в системе - 500

коэффициента участия собственного состояния вне запрещенной зоны (Со-

стояние В), которое является делокализованным ввиду непрерывного роста

коэффициента участия с увеличением числа атомов в цепочке.

Просуммируем представленные в данной главе результаты. Для этого

на рисунке 14 построена зависимость коэффициента участия собственно-

го состояния на границе запрещенной зоны разупорядоченной системы из

N = 100 атомов от параметра асимметрии ξ и амплитуды беспорядка

δ. Во-первых, при симметричном взаимодействии, ξ = 1, c увеличени-

ем амплитуды беспорядка δ коэффициент участия собственного состояния

уменьшается, возбуждение в цепочке локализуется на нескольких ее атомах.
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Рисунок 14 –– Зависимость нормированного коэффициента участия собствен-
ных состояний на границе запрещенной зоны от амплитуды беспорядка δ и
параметра асимметрии ξ. Число атомов в цепочке N = 100,φ = π

2 , число
реализация беспорядка Naver = 500. Красная пунктирная кривая показывает
переход от состояния, локализованного в объеме системы, к состоянию, ло-

кализованному на краю цепочки

На рисунке 12 и рисунке 13 показано, что такие состояния действительно

являются локализованными. При уменьшении параметра асимметрии рас-

пределение возбуждения в цепочке распределено по всей ее длине. Однако,

как было показано ранее, данное состояние в действительности является

локализованным, просто для данного значения параметра асимметрии и ам-

плитуды беспорядка Ncrit > 100, т.е. больше размера системы, для которой

была построен рисунок 14. При достижении режима практически однона-

правленного взаимодействия, все возбуждение в цепочке сосредоточено на

ее правом краю, как и в случае упорядоченной системы. При этом, эти соб-

ственные состояния являются локализованными.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В ходе проделанной работы был рассмотрен одномерный массив двух-

уровневых квантовых излучателей, взаимодействующих посредством волно-

водной моды, с направленным типом взаимодействия. Период системы a был

зафиксирован таким образом, что k0a = π/2. Основные результаты работы

состоят в следующем:

1. Получены аналитические дисперсионные соотношения для беско-

нечной упорядоченной цепочки двухуровневых атомов при произ-

вольной степени асимметричности взаимодействия.

2. Построены собственные состояния упорядоченной системы кван-

товых излучателей с симметричным и асимметричным типом взаи-

модействия. Непрерывный переход от симметричного к полностью

направленному взаимодействия смещает распределения возбужде-

ния атомов в цепочке к её правому краю.

3. Проведен сравнительный анализ бесконечной и конечной систем

двухуровневых атомов при указанном значении периода a. Как для

конечной, так и для бесконечной системы переход от симметричного

к полностью направленному взаимодействию приводит к закрытию

запрещенной зоны.

4. Построены усредненные плотности состояний и коэффициеты уча-

стия собственных состояний упорядоченной и разупорядоченной

систем.

5. Показан переход состояний, локализованных в объеме системы в

случае симметричного взаимодейтсвия, к состояниям, локализован-

ным на краю системы, при значительной асимметрии взаимодей-

ствия. Такой переход сопровождается значительным увеличением

длины локализации при определенных соотношениях параметра

асимметрии и величины беспорядка.
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Мы считаем, что результаты данной работы будут важны для активно

развивающейся на сегодняшний день области волноводной квантовой элек-

тродинамики, где направленное взаимодействие и беспорядок одновременно

играют ключевую роль. Более того, особое внимание заслуживает возмож-

ность распространения полученных в нашей работе результатов на системы

квантовых излучателей с многочастичным возбуждением, ввиду значитель-

ного интереса к теоретическим [36; 37] и экспериментальным исследованиям

[38; 39] в этой области.
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