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ВВЕДЕНИЕ

Хиральность, общее определение которой впервые было сформулиро-

вано британским физиком лордом Кельвином,— свойство объекта не накла-

дываться на свое зеркальное изображение, присущее как и многим органи-

ческим веществам, так и химически синтезированным лекарственным сред-

ствам [1–3]. Хиральность молекул была впервые обнаружена французским

химиком Луи Пастером, исследовавшего растворы тартрата аммония [4].

При этом удивительным фактом природы, известным как гомохиральность,

причины которого до сих пор остаются дискуссионной темой, является то,

что в отличие от хиральных искусственных продуктов, все природные со-

единения, формирующие живые организмы, как например: природные ами-

нокислоты, ферменты, моносахариды, встречаются в основном лишь в одной

единственной конфигурации из двух принципиально возможных своих зер-

кальных изображений, в одной, так называемой, энантиомерной форме [5–9].

Однако наряду с нерешенными фундаментальными вопросами об асиммет-

рии Вселенной, изучение хиральных соединений необходимо и для совре-

менного мира. Значимую роль во многих областях науки, особенно в фарма-

кологии и химии, играет умение различать между собой пару энантиомеров

хиральныхмолекул, поскольку они часто проявляют контрастирующее пове-

дение в химических процессах, как, например, в обмене веществ, и, как след-

ствие, состоящие из них лекарственные средства обладают или целебными

свойствами, или, напротив, приводят к интоксикации живого организма [10–

14]. Для решения этой и многих других задач, как например: управление пе-

редачей энергии при многофотонной ионизации [15] или анализ вторичной

структуры и фолдинга белков [16], давно и широко используется метод ис-

следования хиральных молекул, основанный на разнице в поглощении веще-

ством света левой или правой циркулярной поляризации, — спектроскопия

циркулярного (кругового) дихроизма (КД) [17–20].

Однако хиральные эффекты в природных средах преимущественно

слабы, поэтому для усиления хиральных откликов молекул на сегодняшний

день предложено множество подходов, среди которых использование сто-

ячих волн [21], магнитных и электрических резонансов [22] или хирально-

го эффекта Парселла [23]. Кроме того, в последние годы активно изучаются

хиральные плазмонные структуры [24–28], в которых сигналы КД, напри-
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мер, усилены резонансомФано [29; 30], и хиральные метаматериалы [31–33].

Искусственные хиральные наноразмерные структуры с достижимыми силь-

ными и контролируемыми хироптическими откликами представляют собой

большой интерес, благодаря их многообещающим возможностям для реали-

зации широкого спектра приложении, включая хиральный оптический сен-

синг [34–36], хиральные мета-зеркала [37], валитроника [38–40], циркуляр-

ные поляризаторы и детекторы [41–43], хиральная мета-голография [44–47],

шифрование данных [48; 49] и другие. В дополнение, перспективным ме-

тодом для усиления хирального отклика молекул и достижения высокой эф-

фективности спектроскопии КД является использование ахиральных диэлек-

трических наноструктур, как например: димеров [50–53] или наносфер [54–

56]. Благодаря наличию Ми-резонансов [57–59], анапольных состояний [60;

61] и квазисвязанных состояний в континууме (КССК) [62], они способны ге-

нерировать локально усиленные электромагнитные поля, необходимые для

чувствительных измерений хироптических сигналов.

Тем временем, хиральные отклики не ограничиваются линейным ре-

жимом и проявляются, например, при генерации второй или третьей гар-

моники. При этом часто нелинейный циркулярный дихроизм значительно

сильнее линейного эффекта, благодаря своей высокой чувствительности к

нарушению симметрии, и поэтому является отдельным объектом исследова-

ний [63–72]. В основном, нелинейные хиральные отклики изучаются в хи-

ральных плазмонных метаповерхностях различных форм, среди которых G-

образные структуры [73–75], структурыCn вращательной симметрии [76–79]

и других хиральных конфигураций [80–85].

В то же время, иногда объекты, на первый взгляд кажущиеся ахи-

ральными, способны демонстрировать, наряду с хиральными структурами,

неожиданно сильные хиральные отклики, вызванные различными причина-

ми, среди которых нарушение зеркальной симметрии при наклонном уг-

ле падении света на метаповерхность [84; 86–90], ‘‘структурная’’ хираль-

ность, связанная с относительной ориентацией ахиральных частиц в мас-

сиве [91; 92], возбуждение структуры вихревым оптическим пучком, взаи-

модействующим по-разному с ее мультипольными моментами [93], враще-

ние частиц [94], асимметричное возбуждение структуры [95], усиление внут-

реннего слабого хирального отклика за счет плазмонного резонансного воз-
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буждения [96] или ориентированное промежуточное резонансное состояние

в отдельных атомах [97]. Более того, удивительно то, что даже одиночные

ахиральные диэлектрические наноструктуры, способные поддерживать ге-

нерацию второй гармоники во всем объеме за счет кристаллической решет-

ки [98–105], возбужденные нормально падающим циркулярно поляризован-

ным светом, в нелинейных процессах способныпородить ненулевые сигналы

КД. В недавней работе были экспериментально получены значительные хи-

ральные отклики в генерации второй гармоники для наноструктуры димера

AlGaAs, и, кроме того, теоретически описаны с помощью аппарата теории

групп и симметрийного анализа условия возникновения такого хирального

эффекта в исследуемой системе: было выяснено, что КД возможен только

при определенной ориентации кристаллической решетки диэлектрика отно-

сительно самой наноструктуры [106]. Однако в литературе существенному

нелинейному КД в одиночных диэлектрических наноструктурах уделено ма-

лое количество внимания и, в основном, работы посвящены именно хираль-

ным одиночным наноструктурам, поддерживающим хироптические сигна-

лы в линейной и нелинейном режимах [107; 108]. В то же время, например,

для хирального сенсинга [109–112], принципиальное значение может иметь

именно нелинейный хиральный отклик от ахирального объекта, без учета ко-

торого результаты измерений не будут соответствовать действительности. В

самом деле, если в экспериментах, например, с хиральными молекулами ис-

пользуется ахиральная наноструктура для усиления интересующего хироп-

тического сигнала [50–53], то необходимо при обработке данных исключать

хиропоптический сигнал, порождаемый самой наноструктурой. Кроме того,

важно принимать во внимание то, что проявляющийся в системе в нелиней-

ном режиме сильный КД влияет и на линейный хиральный отклик, посколь-

ку разное количество энергии преобразуется во вторую гармонику для левой

или правой циркулярной поляризации света.

Целью выпускной квалификационной работы является детальное тео-

ретическое исследование циркулярного (кругового) дихроизма второй гар-

моники (КД-ВГ) в одиночных диэлектрических ахиральных наноструктурах

различных симметрий и материалов, основанное на формализме функции

Грина, аппарате теории групп и мультипольном разложении собственных
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мод. В соответствии с поставленной целью сформулированы следующие за-

дачи:

a) обобщить теоретический анализ условий возникновения КД-ВГ в ди-

мере AlGaAs, разработанный в статье [106]: получить условия на вза-

имную ориентацию наноструктуры определенной симметрии и ее кри-

сталлической решетки, при которых КД-ВГ в системе возможен, для

ахиральных наноструктур различных симметрий и материалов,

б) проверить правильность теоретических результатов с помощью чис-

ленного моделирования в COMSOL Multiphysics®,

в) проанализировать теоретические результаты и выявить закономерно-

сти.

Структура работы следующая: в разделе 1 дано теоретическое введе-

ние, включающее в себя геометрию задачи и теоретическое описание усло-

вий возникновения КД-ВГ в общем случае наноструктур. В разделе 2 пред-

ставлены основные результаты работы: таблица с условиями существования

КД-ВГ в ахиральных наноструктурах различных симметрий из различных

материалов, а также примеры теоретических расчетов, необходимых для их

получения, и численного моделирования КД-ВГ в COMSOL Multiphysics®.

В разделе 3 с помощью закона сохранения проекции полного углового мо-

мента и модального анализа получена общая формула для определения усло-

вий КД-ВГ в одиночных ахиральных диэлектрических наноструктурах, не

требующая для своего применения описанного трудоемкого теоретического

анализа. Благодаря своей простоте и удобству, она может сэкономить время

исследователям в этой области.
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1 ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ВВЕДЕНИЕ

1.1 Геометрия задачи

В работе теоретически анализируются условия возникновения цирку-

лярного дихроизма второй гармоники (КД-ВГ) в ахиральных диэлектриче-

ских наноструктурах различных симметрий и материалов. Для этого иссле-

дуется следующая геометрия: одиночная наноструктура определенной груп-

пы симметрии с осью симметрии вдоль оси z, которую можно обозначить

в символах Шёнфлиса: Cnv (группа, содержащая ось симметрии n-го поряд-

ка и n плоскостей отражения, проходящих через нее), Dnh (группа, содержа-

щая ось симметрии n-го порядка, n перпендикулярных ей осей симметрии

2-го порядка и плоскость отражения, перпендикулярную оси n-го порядка)

или C1h, обозначаемая как Cs (группа, содержащая лишь единичный элемент

и плоскость отражения, в работе выбранную вертикальной) [113–115]. Кри-

сталлическая решетка материала наноструктуры ориентирована определен-

ным образом. При этом для допустимости в системе генерации второй гар-

моники она не обладает центром инверсии и ее нелинейные оптические свой-

ства характеризуются ненулевым тензором третьего ранга— тензором нели-

нейной восприимчивости χ̂(2) [114]. Кроме того, предполагается, что образец

сфабрикован из монокристаллического объемного материала методом лито-

графии, поэтому он может быть вытравлен под различными углами отно-

сительно ориентации кристаллической решетки. В силу этих соображений,

ориентация наноструктуры считается фиксированной, а ее ось симметрии на-

правленной вдоль оси z и параллельной выбранной кристаллографической

оси кристаллической решетки, обозначаемой z′. Кристаллическая решетка,

в свою очередь, — повернутой на произвольный угол β вокруг оси z. При

этом, следует заметить, что для теоретического описания абсолютно неваж-

но, чье именно положение зафиксировано: наноструктуры или кристалличе-

ской решетки. Важно, что их относительная ориентация определяется углом

β. Описанная система возбуждается нормально падающей вдоль оси z лево-

или право-циркулярно поляризованной волной, осциллирующей на частоте

ω, и генерирует волну на удвоенной частоте 2ω — вторую гармонику. Гео-

метрия задачи схематически изображена на рисунке 1. Наноструктура, ха-

рактеризующаяся зависящей от частоты диэлектрической проницаемостью

ε2(k), находится в однородной внешней среде с ε1 = 1. Магнитная проница-

емость µ взята равной единице. Стоит отметить, что в работе не учитываются
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Рисунок 1 – Геометрия задачи: одиночная ахиральная наноструктура

определенной симметрии Cnv/Dnh или C1h (например, призма или пирамида)

с осью симметрии вдоль оси z генерирует вторую гармонику при

возбуждении нормально падающей вдоль оси z лево- или право-циркулярно

поляризованной волной. Конкретная кристаллическая решетка материала,

из которого изготовлена наноструктура, не обладает центром инверсии

(например, GaAs). Она ориентированна определенным образом по

отношению к нанообъекту и повернута на произвольный угол β вокруг оси
z [116]

эффекты, связанные с анизотропией кристаллической решетки и с поглоще-

нием материала. Кроме того, для результатов работы важна только симмет-

рия наноструктуры, в то время как ее конкретная форма никак не влияет на

возникновение КД-ВГ: например, не играет никакой роли в дальнейшем рас-

сматривать тример, составленный из трех близко-расположенных идентич-

ных цилиндров, или треугольную призму. Для обеих таких структур рассуж-

дения будут идентичны, поскольку они обе обладают D3h симметрией, как

изображено на рисунке 2. В дополнение, не важны как и конкретный размер

наноструктуры, так и длина падающей волны. Тем не менее, их диапазоны

должны быть подобраны таким образом, чтобы, с одной стороны, поглоще-

ние материала было пренебрежимо мало, что верно для части видимого и

для инфракрасного областей спектра, а с другой стороны, размеры наноча-

стицы были достаточно велики, чтобы она могла поддерживать, в среднем,

первые пятьМи-резонансов. Второе ограничение вместе с его причинами бу-

дут уточнены подробнее в дальнейшем. Кроме того, наличие или отсутствие

подложки не влияет на результат работы. Стоит, наконец, добавить, что в

работе интенсивность второй гармоники слаба по сравнению с интенсивно-
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Рисунок 2 – Демонстрация на примере тримера, составленного из трех

близко-расположенных идентичных цилиндров, и треугольной призмы

незначимости в теоретических рассуждениях работы конкретной формы

наноструктуры: условия возникновения КД-ВГ в обеих нанообъектах

одинаковы, поскольку они оба обладают D3h симметрией

стью падающей волны накачки, поэтому допустимо использовать приближе-

ние об отсутствии влияния второй гармоники на волну накачки — прибли-

жение неистощимой накачки.

1.2 Теория возникновения циркулярного дихроизма второй

гармоники в ахиральной диэлектрической наноструктуре

Возникновение циркулярного дихроизма второй гармоники в одиноч-

ной ахиральной диэлектрической наноструктуре в работе определяется как

разность полных, проинтегрированных по всем углам интенсивностей вто-

рой гармоники, генерируемой при возбуждении волной правой или левой

циркулярной поляризации, деленная на среднюю общую интенсивность ге-

нерируемой второй гармоники [68; 72; 82]

КД-ВГ =
(I2ωПКП − I2ωЛКП)

(I2ωПКП + I2ωЛКП)/2
, (1)

где I2ωПКП/ЛКП — это полные, проинтегрированные по всем углам интенсивно-

сти второй гармоники, генерируемой при возбуждении волной правой или

левой циркулярной поляризации (ПКП/ЛКП), соответственно. Из уравне-

ния (1) следует, что значения КД-ВГ меняются в диапозоне от −2 до +2,

при чем граница ±2 соответствует полному отсутствию генерации второй

гармоники для одной из поляризаций падающей волны. Если интенсивности

I2ωПКП и I2ωЛКП различны, КД-ВГ в наноструктуре ненулевой. Следовательно,

для описания условий его возникновения необходимо знать выражения для

полных интенсивностей второй гармоники I2ωПКП и I2ωЛКП. Для того, чтобы их
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получить, требуется определить напряженность электрического поля второй

гармоники вне наноструктурыE2ω(r). Она может быть описана вформализме

диадной функции Грина электрического поля, представляющей собой тензор

Ĝ(r,r′,k) [102; 106; 117]

E2ω(r) = (2ω)2µ0

∫
V

dV ′Ĝ(r,r′,k)P2ω(r′) =

= (2ω)2µ0

∫
V

dV ′
∑
j

E2ω
j (r)⊗ E2ω

j (r′)

2k (k − kj)
P2ω(r′) = (2)

= (2ω)2µ0
∑
j

1

2k (k − kj)
E2ω
j (r)

∫
V

dV ′E2ω
j (r′)P2ω(r′),

где k — модуль волнового вектора электромагнитного поля в вакууме, свя-

занный с угловой частотой ω = ck через скорость света в вакууме c, µ0 —

магнитная постоянная, P2ω(r) — вектор нелинейной поляризации, квадра-

тичный по напряженности индуцированного падающей волной внутри нано-

структуры электрического поля на фундаментальной частоте ω. Интегриро-

вание производится по объему наноструктуры. Кроме того, стоит отметить,

что уравнение (2) записано только для пространственной части поля, пото-

му что временную зависимость в волновых уравнениях Максвелла, которым

удовлетворяют напряженности электрических полей, можно исключить для

монохроматических волн, рассматриваемых в работе, то есть волн, меняю-

щихся по времени по некоторому гармоническому закону eiω̃t. Полная функ-

ция напряженности электрического поля волны на частоте ω̃, в свою очередь,

выражается вещественной частью произведения ее пространственной и вре-

менной зависимостейE(r, t) = Re
{
E(r)eiω̃t

}
. Кроме того, в уравнении (2) ис-

пользовано спектральное представление диадной функции Грина, получен-

ное с помощью теоремыМиттаг-Леффлера [118; 119], а именно разложение в

сумму тензорных произведений квази-ортогональных, нормированных соб-

ственных мод системы E2ω
j (r) [120; 121] на соответствующей частоте второй

гармоники. Функция Грина, в свою очередь, удовлетворяет волновому урав-

нению Максвелла с дельта-функцией в качестве источника

rot rot Ĝ(r,r′,k)− k2ε(r,k)Ĝ(r,r′,k) = 1̂δ(r− r′), (3)
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где 1̂ — единичный тензор, ε(r,k) = ε1 = 1 — диэлектрическая проницае-

мость вакуума вне наноструктуры, ε(r,k) = ε2(k)— внутри наноструктуры.

Стоит отметить, что главный вопрос работы связан исключительно с усло-

виями возникновения КД-ВГ в определенной наноструктуре, но не с его кон-

кретным численным значением. В связи с этим в работе используются сим-

метрийные рассуждения и теоретико-групповые методы, в контексте кото-

рых необходимо сделать несколько замечаний. Во-первых, в уравнении (2) и

в дальнейшем опущены вопросы как применимости и сходимости спектраль-

ного представления функции Грина для области вне структуры, так и полно-

ты его базиса [122], потому что эти и другие тонкие моменты спектрального

представления функции Грина никак не влияют на требуемый симметрий-

ный анализ. Во-вторых, поскольку в рамках работы требуется определить,

равен или не равен нулю КД-ВГ в определенной наноструктуре при кон-

кретных условиях, то есть, согласно формуле (1), равна или не равна нулю

разность полных интенсивностей I2ωПКП и I2ωЛКП, в выражении (2) для напря-

женности поля второй гармоники E2ω(r) можно не учитывать константы и

параметры, не зависящие от знака поляризации падающей волны, и ввести

знак пропорциональности

E2ω(r) ∝
∑
j

E2ω
j (r)

∫
V

dV ′E2ω
j (r′)P2ω(r′) =

∑
j

E2ω
j (r)Dj, (4)

где введен интеграл перекрытия Dj =
∫
V

dV ′E2ω
j (r′)P2ω(r′), играющий клю-

чевую роль в теоретических рассуждениях работы. Однако, безусловно, на-

пример, для экспериментаторов существенную роль играют не только усло-

вия возникновения КД-ВГ, но и его сила, на вопрос о которой используемый

симметрийный анализ не дает ответа. Несмотря на это, в разделе 2 будут

сделаны некоторые предположения, как можно добиться существенных хи-

роптических сигналов подбором размера наноструктуры и длины падающей

волны.

1.3 Вектор нелинейной поляризации

Вектор нелинейной поляризации P2ω(r), ‘‘возбуждающий’’ волну на

удвоенной частоте 2ω, квадратичен по напряженности индуцированного па-

дающей волной внутри наноструктуры электрического поля Ein(r) на фунда-
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ментальной частотеω и определяется тензором третьего порядка—тензором

нелинейной восприимчивости χ̂(2) [114]

P2ω(r) = ε0χ̂
(2)Ein(r)Ein(r), P 2ω

α (r) = ε0χ
(2)
αβγE

in
β (r)E

in(r)γ, (5)

где ε0 — электрическая постоянная, а α,β,γ нумеруют компоненты векторов

и тензоров. Ненулевые компоненты тензора χ̂(2) определяются исключитель-

но кристаллической решеткой, а точнее ее симметрией, вид напряженности

поля внутри частицы Ein(r), в свою очередь, зависит от напряженности элек-

трического поля падающей волны Ewave(r) левой или правой циркулярной

поляризации и от симметрии наноструктуры. При этом оси координат рас-

положены таким образом, что волновой вектор падающей волны направлен

по оси z. Следовательно, она в декартовой системе координат с базисными

векторами êx, êy, êz представляет собой сумму волн линейной поляризации

вдоль осей x и y, сдвинутых по фазе друг относительно друга на ±π/2 в за-
висимости от знака циркулярной поляризации. Однако для решения задач

работы в аналитических расчетах оказывается значительно удобнее исполь-

зовать цилиндрическую систему координат с базисными векторами êr, êϕ, êz.

В ней электрическое поле падающей волны Ewave(r) может быть записано в

следующем компактном виде

Ewave(r) = E0e
ikz(êx ± iêy) = E0e

ikz(êr ± iêϕ)e
±1iϕ = Ewave(r,z)e±1iϕ, (6)

где E0 — некоторая амплитуда волны, а ± указывает на знак циркулярной

поляризации волны, то есть на левую или правую циркулярную поляриза-

цию, соответственно. Переход между системами координат осуществлялся с

помощью соотношений между базисными векторами систем координат

êx = cosϕêr − sinϕêϕ, êy = sinϕêr + cosϕêϕ, êz = êz. (7)

Однако для четкого понимания, какое поле возбуждается падающей вол-

ной Ewave(r) внутри наноструктуры, необходимо к выводу уравнения (6)

подходить другим образом, а именно с использованием мультипольно-

го разложения электрического поля [102; 106; 123]. Напряженность элек-

трического поля, удовлетворяющая векторному волновому уравнению,
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∇2E(r) + k2ε(r,k)E(r) = 0, может быть записана в виде разложения по

бесконечному фундаментальному набору решений векторного волнового

уравнения в сферических координатах, называемых вещественными магнит-

ными Me
omn и электрическими Ne

omn векторными сферическими гармоника-

ми [123]. Индексы e
o, то есть сокращенные обозначения even (odd), обознача-

ют четность (нечетность) электрических векторных гармоник Ne
omn и нечет-

ность (четность) магнитных векторных гармоникMe
omn при преобразовании

ϕ → −ϕ. Индекс n ∈ Z > 0 — целое положительное число, связанное с

полным угловым моментом, и m = 0, 1, . . . , n — с абсолютным значением

проекции углового момента. Про векторные сферические гармоники подроб-

нее описано в [124; 125]. Как и определение векторных сферических гармо-

ник через скалярные функции, являющиеся решениями скалярного волно-

вого уравнения, так и их явный вид представлены в приложении А. Извест-

но [123], что в разложение падающей вдоль оси z волны линейной поляриза-

ции вдоль оси x входят только векторные сферические гармоникиNe1n,Mo1n,

в то время как в разложение падающей вдоль оси z волны, но линейной по-

ляризации вдоль оси y входят — No1n,Me1n, поэтому разложение падающей

вдоль оси z волны циркулярной поляризации имеет следующий вид

Ewave(r) = E0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)
{(−iNe1n +Mo1n)± i (−iNo1n −Me1n)} , (8)

где ± опять же указывает на знак циркулярной поляризации волны, то есть

на левую (ЛКП) и правую (ПКП) циркулярную поляризацию волны, соот-

ветственно. Подробнее про процедуру получения разложения (8) описано в

приложении Б. Таким образом, разложение (8) циркулярно поляризованной

падающей волны Ewave(r) можно привести к компактной записи (6) c помо-

щью явного вида векторных сферических гармоникMe
omn,Ne

omn, изложенно-

го в приложении А, и цилиндрических координат, причем

Ewave(r) = Ewave(r,z)e±1iϕ = Ewave(r,z)e±mwaveiϕ, (9)

где введено обозначение ±mwave = ±1, связанное с проекцией углового мо-

мента, соответствующей лево- или право-циркулярно поляризованной пада-

ющей волне, соответственно. При этом, стоит отметить, что как в выраже-
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нии (6), так и в (9) для падающей волны не зависящий от координаты ϕ

векторный множитель Ewave(r,z) ∝ êr ± iêϕ, по идее, содержит в себе за-

висимость от знака поляризации падающей волны. Однако она в дальней-

ших расчетах опущена, поскольку в контексте симметрийного анализа КД-

ВГ требуется определить именно симметрийное поведение векторного элек-

трического поля как целого и для этого можно заменить все векторные функ-

ции скалярными с соответствующим симметрийным поведением. Внутри на-

ноструктуры симметрии Cnv(Dnh) (или C1h, если n = 1) падающей волной

возбуждаются собственные моды на фундаментальной частоте ω. Они мо-

гут быть разложены по векторным сферическим гармоникамMe
omn,Ne

omn, со-

гласно тому, как они преобразуются при преобразованиях симметрии группы

симметрии самой наноструктуры. Мультипольные разложения собственных

мод для разных групп симметрии системы описаны, например, в [126; 127].

Однако, поскольку, согласно полученному ранее выражению (9), в разложе-

ние падающей лево- или право-циркулярно поляризованной волны входят

только сферические гармоники с проекциями ±mwave = ±1, по правилу со-

хранения проекции углового момента в разложение поля внутри структуры

Ein(r) входят только магнитные и электрические векторные сферические гар-

моники с проекциями ±min = ±1 + nν для лево- или право-циркулярно по-

ляризованной падающей волны, соответственно, где ν ∈ Z — целое число,

а индекс n связан с группой симметрии наноструктуры Cnv(Dnh) (или C1h,

если n = 1). Описанное утверждение можно проверить с помощью мульти-

польных разложений для разных групп симметрии системы, представленных

в [126; 127]. В итоге, поле, индуцированное падающей волной на фундамен-

тальной частоте ω внутри структуры, имеет следующий вид

Ein(r) =
∑
ν

Ein
ν (r,z)e

±1iϕ+nνiϕ =
∑
ν

Ein
ν (r,z)e

±miniϕ. (10)

То есть, благодаря тому, что наноструктура обладает n-кратной вращатель-

ной симметрией, в разложение поля внутри нее Ein(r) к разложению падаю-

щей волныEwave(r) примешиваются векторные сферические гармоники с до-

полнительной проекцией углового момента, кратной n. Таким образом, зная

выражение (10) поля Ein(r) и пользуясь уравнением (5), можно получить вы-

ражение для вектора нелинейной поляризации P2ω(r), однако на этом ша-
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ге необходимо вспомнить про тензор нелинейной восприимчивости χ̂(2). Он

определяется симметрией кристаллической решеткиматериала нанострукту-

ры, от которой приходит своя дополнительная проекция углового момента

в итоговое выражение для P2ω(r). Для того, чтобы это показать, необходи-

мо и тензор χ̂(2) записать в цилиндрических координатах, используя метод,

описанный в [106]. Для этого, важно заметить, что тензор нелинейной вос-

приимчивости, как тензор третьего ранга, может быть представлен в виде

χ̂(2) = χαβγ êαêβ êγ, где êα,β,γ — компоненты базисных векторов соответству-

ющей системы координат. Независимые компоненты тензора χ̂(2) в декар-

товых координатах определяются из симметрии кристаллической решетки

и для большинства кристаллических решеток описаны в литературе. Поль-

зуясь ими, а также соотношениями между базисными векторами соответ-

ствующих систем координат (7) и приведенной выше записью, можно по-

лучить необходимое выражение для тензора χ̂(2). При этом, стоит отметить,

что в рамках симметрийного описания необходимо определить только сим-

метрийное поведение тензора χ̂(2) при поворотах вокруг оси z и отражени-

ях в вертикальных плоскостях, в то время как его точное выражение в ци-

линдрической системе координат знать не требуется. Подробная процедура

разобрана в приложении В на примере кристаллической решетки GaAs опре-

деленной ориентации: одна из кристаллографических координатных осей

кристаллической решетки [001], записанная с помощью индексов Миллера,

параллельна оси z ([001]‖z). Полученное симметрийное поведение при по-

воротах вокруг оси z и отражениях в вертикальных плоскостях ее тензора

χ̂(2) ∼ sin [2 (ϕ− β)] представлено во втором столбце во второй строке в таб-

лице 1, где учтен некоторый угол β, соответствующий углу поворота кри-

сталлической решетки вокруг оси z. Помимо того, в работе были рассмот-

рены еще четыре кристаллические решетки, для тензоров χ̂(2) которых сим-

метрийное поведение при поворотах вокруг оси z и отражениях в вертикаль-

ных плоскостях показано в следующих строках таблицы 1. Полученные вы-

ражения демонстрируют, какая дополнительная проекция углового момента

приходит от кристаллической решетки в итоговое выражение для вектора

нелинейной поляризации P2ω(r): например, для вышеуказанной кристалли-

ческой решетки GaAs, [001]‖z дополнительная проекция mχ = ±2. Поль-

зуясь ими, а также известным из рассуждений ранее разложением (10) поля

21



Таблица 1 – В первом столбце показаны названия рассматриваемых в работе

кристаллических решеток и их ориентации: одна из кристаллографических

координатных осей кристаллической решетки [jkl], записанная с помощью

индексов Миллера, параллельна определенной оси координат, x или z. Для

каждой кристаллической решетки во втором, третьем и четвертом столбцах

приведены симметрийное поведение их тензора нелинейной восприимчиво-

сти χ̂(2) при поворотах вокруг оси z и отражениях в вертикальных плоско-

стях, где угол β — произвольный угол поворота кристаллической решетки

вокруг оси z, разложение (15) вектора нелинейной поляризации в цилиндри-

ческих координатах P2ω(r,z,ϕ) и разницы∆mχ между любыми двумя проек-

циями углового момента mχ, приходящими от тензора нелинейной воспри-

имчивости χ̂(2), соответственно [116]

Кристаллическая
χ̂(2) P2ω(r,z,ϕ) ∆mχрешетка

GaAs[001]‖z ∼ sin[2(ϕ− β)]
∝

{∑
ν

P2ω
0ν (r,z)e

nνiϕ

}
e±2iβ+

4
+

{∑
ν

P2ω
4ν (r,z)e

±4iϕ+nνiϕ

}
e∓2iβ

BaTiO3[001]‖x/ ∼ sin[ϕ− β]+

∝
{∑

ν

P2ω
3ν (r,z)e

±3iϕ+nνiϕ

}
e∓1iβ+

2,4,6
+

{∑
ν

P2ω
1ν (r,z)e

±1iϕ+nνiϕ

}
e±1iβ+

/GaAs[011]‖z + sin[3(ϕ− β)] +

{∑
ν

P2ω
5ν (r,z)e

±5iϕ+nνiϕ

}
e∓3iβ+

+

{∑
ν

P2ω
−1ν(r,z)e

∓1iϕ+nνiϕ

}
e±3iβ

GaAs[111]‖z ∼ 1 + sin[3(ϕ− β)]

∝
{∑

ν

P2ω
5ν (r,z)e

±5iϕ+nνiϕ

}
e∓3iβ+

3,6+

{∑
ν

P2ω
−1ν(r,z)e

∓1iϕ+nνiϕ

}
e±3iβ+

+

{∑
ν

P2ω
2ν (r,z)e

±2iϕ+nνiϕ

}
BaTiO3[001]‖z ∼ 1 ∝

{∑
ν

P2ω
2ν (r,z)e

±2iϕ+nνiϕ

}
−

Ein(r) и уравнением (5), можно получить итоговое разложение для вектора

нелинейной поляризации P2ω(r). Первым шагом, запишем отдельно выраже-

ния для P2ω(r) для случая падения на наноструктуру волны левой циркуляр-

ной поляризации

ЛКП : P2ω(r) ∝
∑
mχ,ν

e−mχiβ

[
P2ω
(mχ+2)ν(r,z)e

(mχ+2+nν)iϕ

]
, (11)
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где ЛКП означает левую циркулярную поляризацию падающей волны, про-

екция (+2 + nν) соответствует сумме проекций (min + min) от Ein(r)Ein(r)

при возбуждении волной левой циркулярной поляризации, а дополнитель-

ная проекция углового момента, приходящая от кристаллической решетки,

обозначена как mχ. Во множителе P
2ω
(mχ+2)ν(r,z), не зависящем от координа-

ты ϕ, введены для удобства нижние индексы: (mχ + 2) и ν. При этом из-за

поворота кристаллической решетки вокруг оси z на произвольный угол β в

выражение (11) от тензора χ̂(2) добавилась некоторая фаза (−mχβ). Анало-

гичным образом запишем выражение для P2ω(r) для случая падения на нано-

структуру волны правой циркулярной поляризации

ПКП : P2ω(r) ∝
∑
mχ,ν

e−mχiβ

[
P2ω
(mχ−2)ν(r,z)e

(mχ−2+nν)iϕ

]
, (12)

где ПКП означает правую циркулярную поляризацию падающей волны,

а проекция (−2 + nν) соответствует сумме проекций (−min − min) от

Ein(r)Ein(r) при возбуждении волной правой циркулярной поляризации.

Однако запись (12) неудобна для дальнейших расчетов. Ее можно пере-

писать, учтя, что из-за симметрийного поведения при поворотах вокруг

оси z и отражениях в вертикальных плоскостях тензора χ̂(2) в разложе-

нии P2ω(r) всегда будут присутствуют или противоположные друг к дру-

гу дополнительные проекции углового момента mχ и −mχ, или mχ = 0.

В этом можно легко убедиться с помощью выражений, представленных в

таблице 1. Например, для кристаллической решетки GaAs, [011]‖z тензор
χ(2) ∼ (sin [ϕ− β] + sin [3(ϕ− β)]). От него приходят дополнительные про-

екцииmχ = 1 иmχ = −1, а такжеmχ = 3 иmχ = −3. Принимая во внимание

вышесказанное, представим выражение для P2ω(r) для случая падения на на-

ноструктуру волны правой циркулярной поляризации в следующем виде

ПКП : P2ω(r) ∝
∑
mχ,ν

e+mχiβ

[
P2ω
−(mχ+2)ν(r,z)e

(−mχ−2+nν)iϕ

]
. (13)

Следующим шагом, выражения для двух случаев поляризации падающей

волны (11) и (13) можно объединить. Для этого стоит напомнить, что в ра-

боте рассматриваются ахиральные наноструктуры, поэтому вклады вектора

нелинейной поляризации P2ω(r) с противоположными проекциями углового
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момента ±(mχ + 2) возбуждаются лево- и право-циркулярно поляризован-

ной волной с одинаковым весом

∣∣∣P2ω
+(mχ+2)ν(r,z)

∣∣∣ = ∣∣∣P2ω
−(mχ+2)ν(r,z)

∣∣∣. С учетом

этого утверждения, выражение для вектора P2ω(r) может быть описано в сле-

дующем виде

P2ω(r) ∝
∑
mχ,ν

e∓mχiβ

[
P2ω
(mχ+2)ν(r,z)e

(±mχ±2+nν)iϕ

]
, (14)

где знак ± указывает на знак поляризации падающей волны: ЛКП или ПКП,

соответственно. Кроме того, поскольку от тензора χ̂(2) всегда приходят как

минимум две проекции mχ, противоположные друг другу, как объяснялось

ранее, кроме тривиального случая с mχ = 0, для удобства дальнейших рас-

четов можно ввести обозначение∆mχ > 0—разницу между любыми двумя

проекциямиmχ. Разницы∆mχ для всех рассмотренных кристаллических ре-

шеток представлены в последнем столбце таблицы 1. Например, как обсуж-

далось выше, от кристаллической решетки GaAs[011]‖z приходят дополни-
тельные проекции mχ = 1 и mχ = −1, а также mχ = 3 и mχ = −3, поэтому

∆mχ = {2,4,6} — всевозможные разницы между любыми двумя проекци-

ями. Таким образом, с учетом вышесказанного разложение (14) для вектора

нелинейной поляризации P2ω(r) можно переписать в следующем виде

P2ω(r) ∝
∑
mχν

e∓mχiβ

[
P2ω
(mχ+2)ν(r,z)e

(±mχ±2+nν)iϕ+ (15)

+e∓∆mχiβP2ω
(∆mχ+mχ+2)ν(r,z)e

(±∆mχ±mχ±2+nν)iϕ

]
.

В такой записи для каждой рассмотренной кристаллической решетки выра-

жения для вектора нелинейной поляризации P2ω(r) представлены в третьем

столбце таблицы 1. Стоит заметить, что, как и ранее отмечалось для напря-

женности падающей волны Ewave(r), вся учитываемая в этой работе зависи-

мость вектора нелинейной поляризации P2ω(r) от знака поляризации пада-

ющей волны заложена во множителе, зависящем от координаты ϕ, и в фазе

(∓mχβ), в то время как зависимость P
2ω
(mχ+2)ν(r,z) и P

2ω
(∆mχ+mχ+2)ν(r,z) от зна-

ка поляризации опущена, поскольку она не влияет на симметрийные рассуж-

дения. Сделаем последний комментарий, который пригодится для теорети-

ческого анализа, изложенного в последующих разделах 2 и 3. В частности, в

24



разложение (15) вектора нелинейной поляризации P2ω(r) входят векторные

сферические гармоники с проекциями углового момента (±mχ ± 2 + nν),

которые можно обозначить как ±m2ω.

1.4 Интенсивность второй гармоники и условия возникновения

циркулярного дихроизма второй гармоники

С помощью выведенного ранее соотношения (4) можно посчитать на-

пряженность поля второй гармоники E2ω(r) ∝
∑

j E
2ω
j (r)Dj, генерируемой

в наноструктуре определенной группы симметрии Cnv(Dnh) (или C1h, если

n = 1). Для этого требуется определить входящий в него интеграл пере-

крытия Dj =
∫
V

dV ′E2ω
j (r′)P2ω(r′). Соответственно, необходимо знать, во-

первых, вектор нелинейной поляризации P2ω(r′), разложение которого (15)

для рассмотренных кристаллических решеток приведено в третьем столбце

таблицы 1. Во-вторых, — собственную моду наноструктуры E2ω
j (r′), кото-

рая преобразуется по определенному неприводимому представлению груп-

пы симметрии наноструктуры и раскладывается в бесконечный ряд по опре-

деленным магнитнымMe
omn и электрическим Ne

omn векторным сферическим

гармоникам [126; 127]

E2ω
j (r′) =

∑
n,m=[0,n]

{
aemnNemn (r

′) + bomnMomn (r
′)+ (16)

+aomnNomn (r
′) + bemnMemn (r

′)

}
.

Они ведут себя при преобразованиях симметрии группы симметрии нано-

структуры точно так же, как сама собственная мода E2ω
j (r′). Стоит отме-

тить, что коэффициенты ae
omn и beomn в разложении (16), в общем случае, ком-

плексные. Для теоретических расчетов необходимо определить ненулевые

значения интеграла перекрытия Dj, при этом точные численные результа-

ты для требуемого симметрийного анализа не требуются. Главное: при усло-

вии, если интеграл перекрытия Dj ненулевой, то он пропорционален сумме

фаз (∓mχβ), зависящих от знака поляризации и умноженных на некоторые,

не зависящие от знака поляризации коэффициенты. Фазы приходят от век-

тора нелинейной поляризации P2ω(r′). Таким образом, зная симметрийное

поведение (16) собственных мод E2ω
j (r′) и разложение (15) вектора нелиней-
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ной поляризации P2ω(r′), для получения значения интеграла перекрытия Dj

необходимо воспользоваться аппаратом теории групп: интеграл перекрытия

Dj ненулевой только в том случае, если стоящее подынтегральное выраже-

ние никак не преобразуется при преобразованиях симметрии группы симмет-

рии наноструктуры, то есть преобразуется по тривиальному неприводимому

представлению [128; 129]. Этот симметрийный анализ составляет основную

часть работы и в каждом отдельном случае системы требует исследования

симметрии всех ее собственных мод. В частности, в работе рассматриваются

несколько различных наноструктур. Каждая из них характеризуется опреде-

ленной группой симметрией Cnv(Dnh) (или C1h, если n = 1) и одной из пяти

кристаллических решеток, названия и ориентация которых представлены в

таблице 1. В итоге, процедура получения поля E2ω(r) второй гармоники в

каждом конкретном случае системы подчиняется следующему порядку дей-

ствия:

a) определить симметрийное поведение при поворотах вокруг оси z и

отражениях в вертикальных плоскостях тензора нелинейной воспри-

имчивости χ̂(2) и разложение (15) вектора нелинейной поляризации

P2ω(r′), которые для изучаемых кристаллических решеток показаны в

таблице 1,

б) получить разложения (16) собственных мод наноструктуры E2ω
j (r′),

в) найти, основываясь на симметрийном анализе, ненулевые значения ин-

тегралов перекрытий Dj,

г) посчитать разложение поля второй гармоники E2ω(r) с помощью вы-

ражения (4).

Другими словами, необходимо определить симметрийное поведение поля

E2ω(r) второй гармоники, генерируемой в определенной наноструктуре. По-

сле этого требуется посчитать полную интенсивность второй гармоники

I2ω(r). Для этого воспользуемся двухмодовым приближением

E2ω(r) =
∑
j

E2ω
j (r)Dj ≈ E2ω

1 (r)D1 + E2ω
2 (r)D2 = (17)

= E2ω
1 (r)D̃1 + eiαE2ω

2 (r)D̃2,

где в явном виде из комплексных D1,2 выделена фаза α между собственными

модамиE2ω
1,2(r) и, тем самым, введены D̃1,2. Интенсивность второй гармоники
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I2ω(r), с учетом приближения (17), определяется следующим выражением

I2ω(r) ∝
∣∣∣E2ω

1 (r)D̃1 + eiαE2ω
2 (r)D̃2

∣∣∣2 . (18)

В итоге, выражение для полной интенсивности второй гармоники I2ω, про-

интегрированной по всем углам, может быть записано в следующем виде

I2ω =

∫
сфера

dV I2ω(r), (19)

где интегрирование производится по сфере в дальнем поле, содержащей на-

ноструктуру. Таким образом, определив полную интегральную интенсив-

ность второй гармоники I2ω, необходимо понять, зависит ли она от поляри-

зации падающей волны и при каких условиях на угол β. Полученные условия

дадут окончательный ответ на вопрос об условиях возникновения циркуляр-

ного дихроизма второй гармоники в определенной наноструктуре, соглас-

но введенному ранее определению КД-ВГ (1). При этом, важно отметить,

что, если модули коэффициентов Dj одинаковы для различных поляризаций,

то интегральная полная интенсивность I2ω (19) будет иметь зависимость от

поляризации падающей волны только в том случае, если собственные мо-

ды E2ω
1 (r) и E2ω

2 (r), входящие в выражение (18), преобразуются по одному

и тому же неприводимому представлению группы симметрии нанострукту-

ры, а фазы между ними различные для разных поляризаций. При этом, ока-

жется, что равенство или неравенство модулей коэффициентов Dj не сказы-

вается на рассмотрении в работе, поскольку не привносит дополнительных

условий. Это утверждение может быть доказано с помощью аппарата тео-

рии групп [128; 129]. Действительно, если собственные моды E2ω
1 (r) и E2ω

2 (r)

преобразуются по разным неприводимым представлениям, то полная инте-

гральная интенсивность I2ω (19)

I2ω(r) ∝
∫
сфера

dV

{ ∣∣∣E2ω
1 (r)D̃1

∣∣∣2 + ∣∣∣E2ω
2 (r)D̃2

∣∣∣2+ (20)

+ e−iαE2ω
1 (r)D̃1

(
E2ω
2 (r)D̃2

)∗
+ eiα

(
E2ω
1 (r)D̃1

)∗
E2ω
2 (r)D̃2

}
=

=

∫
сфера

dV

{ ∣∣∣E2ω
1 (r)D̃1

∣∣∣2 + ∣∣∣E2ω
2 (r)D̃2

∣∣∣2},
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где перекрестные слагаемые, пропорциональные
(
E2ω
1 (r)

)∗
E2ω
2 (r) и

E2ω
1 (r)

(
E2ω
2 (r)

)∗
, по правилам отбора [128; 129] при интегрировании по

сфере дадут только нулевые значения, поскольку собственные моды пре-

образуются по разным неприводимым представлениям. В итоге, полная

интегральная интенсивность (20) I2ω пропорциональна только квадратам

модулей полей

∣∣∣E2ω
1,2(r)D̃1,2

∣∣∣2. В то время как интерференционные слагаемые

не вносят в нее вклад. С учетом вышесказанного, для получения условий

КД-ВГ необходимо рассматривать интерференцию собственных мод,

преобразующихся по одному неприводимому представлению, потому что

только она в выражение интенсивности (19) I2ω добавляет перекрестные

интерференционные слагаемые.
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2 РЕЗУЛЬТАТЫ

2.1 Условия возникновения циркулярного дихроизма второй

гармоники в ахиральных диэлектрических наноструктурах

различных симметрий и материалов

Описанная в разделе 1 теория циркулярного дихроизма второй гармо-

ники в одиночных ахиральных диэлектрических наноструктурах в работе

была применена к различным наноструктурам. Каждая из них характеризо-

валась определенной группой симметрии Cnv(Dnh) (или C1h, если n = 1) и

одной из пяти кристаллических решеток. В частности, были взяты кристал-

лические решетки титаната бария BaTiO3 [130] и арсенида галия GaAs [102] с

разными ориентациями: одна из кристаллографических координатных осей

кристаллической решетки [jkl], записанная с помощью индексов Миллера,

параллельна определенной оси координат. Их названия и ориентации были в

работе уже отмечены в разделе 1 в таблице 1. Стоит добавить, что ненулевые

компоненты тензоров нелинейной восприимчивости χ̂(2) в декартовых коор-

динатах для кристаллических решеток BaTiO3[001]‖z и GaAs[001]‖z были
определены из литературы [102; 130]. Тензоры χ̂(2) же кристаллических ре-

шеток BaTiO3 и GaAs других ориентаций, в свою очередь, были получены

с помощью Matlab кода [131]. Он ‘‘поворачивает’’ тензор χ̂(2) соответству-

ющей ‘‘не повернутой’’ кристаллической решетки, то есть [001]‖z, извест-
ный из литературы, в соответствии с ориентацией кристаллической решет-

ки. Главные результаты работы, а именно условия на угол поворота β вокруг

оси z кристаллической решетки относительно наноструктуры, при которых

КД-ВГ в каждом конкретном случае возможен, представлены на рисунке 3. В

первой строке обозначены название и ориентация каждой кристаллической

решетки. Во второй строке для наглядности изображен вид сверху на нее, то

есть проекция на плоскость XY. Кроме того, — угловое распределение ин-

тенсивности индуцируемой второй гармоники в одиночной частице (цилин-

дрической или конической симметрии), посчитанное с помощью численно-

го моделирования для верхнего полупространства в COMSOLMultiphysics®.

Число ‘‘лепестков’’ на нем зависит от представленной в таблице 1 разницы

∆mχ между проекциями углового момента mχ, приходящими в поле вто-

рой гармоники от тензора нелинейной восприимчивости χ̂(2) кристалличе-

ской решетки. В первом столбце рисунка 3 названа группа симметрии нано-

структуры C1h или Cnv(Dnh) и проиллюстрирован пример соответствующей
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Рисунок 3 – Основные результаты работы по существованию циркулярного

дихроизма второй гармоники (КД-ВГ) в одиночных ахиральных

диэлектрических наноструктурах различных симметрий и кристаллических

решеток. В верхних строках для каждой рассмотренной кристаллической

решетки показаны ее название и ориентация, вид сверху на нее и угловое

распределение интенсивности индуцируемой второй гармоники в

одиночной частице (цилиндрической или конической симметрии),

посчитанное с помощью численного моделирования для верхнего

полупространства в COMSOL Multiphysics®. В левом столбце — группы

симметрии C1h или Cnv(Dnh) с примерами возможных при этом форм

наноструктуры, а также угол взаимной ориентации наноструктуры и

кристаллической решетки β. В основной части рисунка представлены сами

результаты: КД-ВГ либо возможен при любых углах поворота β, за
исключением конечного числа углов, которые даны в каждой ячейке, где

индекс ν ∈ Z, либо не возникает ни при какой взаимной ориентации [116]
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формы наночастицы, которая, как было замечено в разделе 1, на симметрий-

ный анализ не влияет. Кроме того, в первом столбце изображен угол β по-

ворота наноструктуры относительно кристаллической решетки вокруг оси z.

Стоит напомнить, что, как объяснялось ранее в разделе 1, не важно, повора-

чивать кристаллическую решетку вокруг оси z относительно фиксированно-

го положения наноструктуры, или наоборот, как изображено на рисунке 3. В

основной части рисунка 3 написаны условия возникновения КД-ВГ на зна-

чения угла β: красный крест означает, что КД-ВГ не возможен ни при каких

условиях в наноструктуре данной кристаллической решетки и симметрии,

зеленая галочка — КД-ВГ появляется для любых углов поворота β, за ис-

ключением конечного числа углов, которые также даны под галочкой, где

индекс ν ∈ Z. Стоит добавить, что представленные результаты дают читате-

лю ответ только на вопрос о существовании или отсутствии КД-ВГ в каждой

наноструктуре, но не о его силе. Однако его большие значения действительно

достижимы, что продемонстрировано в [106], а также подразделе 2.2. Кроме

того, в подразделе 2.2 объяснено, как можно найти такие локальные макси-

мумы КД-ВГ. В дополнение, два утверждения, представленные на рисунке 3,

что 1) условия возникновения КД-ВГ в наноструктуре одинаковы для групп

симметрии Cnv и Dnh, то есть они определяются только поворотной симмет-

рией структуры и симметрией при отражениях относительно вертикальных

плоскостей, и 2) КД-ВГ не возможен ни при каких условиях в группах сим-

метрии с индексом n > 7, могут быть проверены теоретическими расчетами

для соответствующих групп симметрии и кристаллических решеток, а также

их причина более подробно объяснена в разделе 3. Для определения пред-

ставленных на рисунке 3 условий возникновенияКД-ВГ для каждой конкрет-

ной наноструктуры потребовались трудоемкие теоретические расчеты, яв-

ляющиеся основной частью работы. Поскольку они занимают существенное

количество места и при этом объединены идентичной последовательностью

действий, ниже в разделе подробно разобраны лишь несколько демонстра-

тивных примеров наноструктур, для которых они были проделаны, а именно

для GaAs[111]‖z симметрии C3v в пункте 2.1.1 и C4v в пункте 2.1.2, а также

BaTiO3[001]‖x симметрии C4v в пункте 2.1.3. Условия возникновения КД-ВГ

в наноструктурах других симметрий и кристаллических решеток были полу-

чены аналогичным образом, и более того, с помощью описанной в разделе 1 и
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рассмотренной ниже в пунктах на примерах теории они могут быть опреде-

лены для ахиральных наноструктур любых форм и кристаллических реше-

ток произвольных ориентаций. Для этого необходимо знать только группу

симметрии наноструктуры и тензор нелинейной восприимчивости χ̂(2) ‘‘не

повернутой’’ кристаллической решетки ([001]‖z), обычно известный из ли-
тературы.

2.1.1 Наноструктура GaAs[111]‖z симметрии C3v

Вектор нелинейной поляризацииP2ω(r) для GaAs[111]‖z, согласно таб-
лице 1, представим в следующем виде

P2ω(r,z,ϕ) ∝
{∑

ν

P2ω
5ν (r,z)e

±5iϕ+nνiϕ

}
e∓3iβ+ (21)

+

{∑
ν

P2ω
−1ν(r,z)e

∓1iϕ+nνiϕ

}
e±3iβ+

+

{∑
ν

P2ω
2ν (r,z)e

±2iϕ+nνiϕ

}
.

Для рассматриваемой группы симметрии C3v, называемой далее симмет-

рией тримера, индекс n = 3 . Такой вектор нелинейной поляризации (21)

P2ω(r) в тримере возбуждает его собственные моды на удвоенной часто-

те 2ω, преобразующиеся по двумерному неприводимому представлению

E [126; 127; 132]. При этом собственные моды, преобразующиеся по дру-

гим неприводимым представлениям, возбуждаться не будут. Вышесказан-

ное можно доказать, посчитав соответствующие интегралы перекрытий

Dj =
∫
V

dV ′E2ω
j (r′)P2ω(r′). Подробнее рассмотрим этот механизм, а именно

сначала убедимся, что собственные моды, преобразующиеся по E, действи-

тельно, возбуждаются. Для этого запишем разложение (16) собственных мод

тримера, преобразующихся по E, по магнитным и электрическим векторным

сферическим гармоникам Me
omn,Ne

omn. Согласно таблицам мультипольного

разложения [126; 127; 132], в них входят только векторные сферические гар-

моники с проекциями углового моментаm = 3s−1 иm = 3s−2, где s ∈ Z+, с

некоторыми, в общем случае, комплексными коэффициентами. Однако важ-

но при разложении учесть, что E—двумерное неприводимое представление.

Это означает, что друг через друга по нему преобразуются две ортогональ-
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ные собственныемоды. С учетом вышесказанного, собственныемодыможно

записать следующим образом

E
2ω,x
j (r′) = ae11Ne11 + ae22Ne22 + ae12Ne12 + bo11Mo11 + bo22Mo22 + . . . (22)

E
2ω,y
j (r′) = ao11No11 + ao22No22 + ao12No12 + be11Me11 + be22Me22 + . . . ,

гдеE
2ω,x
j (r′) ,E2ω,y

j (r′)—ортогональные собственные моды, преобразующи-

еся по E, в ортогональности которых несложно убедиться с помощью при-

ложения А. Индекс j нумерует определенную собственную моду из суммы

в выражении (4) для поля E2ω(r). Причем, стоит отметить, поскольку орто-

гональные собственные моды должны преобразовываться друг через друга

определенным образом при преобразованиях группы симметрии C3v [132],

коэффициенты aemn и aomn, как и bemn и bomn связаны между собой, а именно

ae(3s−2)n = ao(3s−2)n = a(3s−2)n, ae(3s−1)n = −ao(3s−1)n = a(3s−2)n, в то время как

be(3s−2)n = −bo(3s−2)n = b(3s−2)n, be(3s−1)n = bo(3s−1)n = b(3s−1)n, где s ∈ Z+. Эти

соотношенияможно доказать, применив к собственныммодам, разложенных

в соответствии с (22), преобразования симметрии группы симметрии C3v. С

учетом этого разложение (22) примет следующий вид

E
2ω,x
j (r′) = a11Ne11 + a22Ne22 + a12Ne12 + b11Mo11 + b22Mo22 + . . . (23)

E
2ω,y
j (r′) = a11No11 + (−a22)No22 + a12No12 + (−b11)Me11 + b22Me22 + . . . .

Такие собственные моды (23) удобны для расчетов, связанных с облучением

линейно поляризованной плоской волной, но не слишком подходят для рас-

четов при облучении циркулярно поляризованной волной. В связи с этим,

проведем смену базиса
E
2ω,x
j + iE

2ω,y
j

2
и
E
2ω,x
j − iE

2ω,y
j

2
. Соответственно, раз-

ложение новых собственных мод может быть записано в следующем виде

E
2ω,x+iy
j (r′) =

a11
2
(Ne11 + iNo11) +

a22
2
(Ne22 − iNo22)+ (24)

+
a12
2
(Ne12 + iNo12) +

b11
2
(Mo11 − iMe11) + . . .

E
2ω,x−iy
j (r′) =

a11
2
(Ne11 − iNo11) +

a22
2
(Ne22 + iNo22)+ (25)
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+
a12
2
(Ne12 − iNo12) +

b11
2
(Mo11 + iMe11) + . . . ,

где E
2ω,x±iy
j =

E
2ω,x
j ± iE

2ω,y
j

2
— ортогональные собственные моды, состав-

ленные из мод E
2ω,x
j ,E2ω,y

j . С помощью явного вида векторных сферических

гармоник, представленного в приложении А, можно привести разложение

собственных мод (24) и (25) к следующему виду

E
2ω,x±iy
j (r′) =

a11
2
N11(r,z)e

±1iϕ +
a22
2
N22(r,z)e

∓2iϕ+ (26)

+
a12
2
N12(r,z)e

±1iϕ +
b11
2
M11(r,z)e

±1iϕ + . . . ,

где в N(M)mn(r,z) содержится часть выражения для линейных комбинаций

векторных сферических гармоник, не зависящая от координаты ϕ. Послед-

ним шагом, вводя новые обозначения, приводим выражение (26) для ортого-

нальных собственных мод E
2ω,x±iy
j к окончательному компактному разложе-

нию

E
2ω,x±iy
j (r′) =

∑
n

{
Ej,1n(r,z)e

±1iϕ + Ej,2n(r,z)e
∓2iϕ+ (27)

+Ej,4n(r,z)e
±4iϕ + Ej,5n(r,z)e

∓5iϕ + . . .

}
,

где в Ej,mn(r,z) содержатся линейные комбинации N(M)mn(r,z) с комплекс-

ными коэффициентами amn, bmn. Подставим выражения (27) собственных

мод E
2ω,x±iy
j (r′) и разложение (21) вектора нелинейной поляризации P2ω (r′),

в интегралы перекрытий Dj =
∫
C3v

dV ′E
2ω,x±iy
j (r′)P2ω(r′). Получим четыре

разных интеграла Dj. В частности, два — для моды E
2ω,x+iy
j (r′) при падении

волны левой и правой циркулярной поляризации

ЛКП : Dj =

∫
C3v

dV ′E
2ω,x+iy
j (r′)P2ω(r′) ∝ (28)

=

∫
C3v

dV ′
∑
n,ν

([
Ej,1ne

+1iϕ + Ej,2ne
−2iϕ+

+ Ej,4ne
+4iϕ + Ej,5ne

−5iϕ + . . .

]
·
[{

P2ω
5ν e

+5iϕ+3νiϕ

}
e−3iβ+
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+

{
P2ω
−1νe

−1iϕ+3νiϕ

}
e+3iβ +

{
P2ω
2ν e

+2iϕ+3νiϕ

}])

ПКП : Dj =

∫
C3v

dV ′E
2ω,x+iy
j (r′)P2ω(r′) ∝ (29)

=

∫
C3v

dV ′
∑
n,ν

([
Ej,1ne

+1iϕ + Ej,2ne
−2iϕ+

+ Ej,4ne
+4iϕ + Ej,5ne

−5iϕ + . . .

]
·
[{

P2ω
5ν e

−5iϕ+3νiϕ

}
e+3iβ+

+

{
P2ω
−1νe

+1iϕ+3νiϕ

}
e−3iβ +

{
P2ω
2ν e

−2iϕ+3νiϕ

}])
и два — для моды E

2ω,x−iy
j (r′) при падении волны левой и правой циркуляр-

ной поляризации

ЛКП : Dj =

∫
C3v

dV ′E
2ω,x−iy
j (r′)P2ω(r′) ∝ (30)

=

∫
C3v

dV ′
∑
n,ν

([
Ej,1ne

−1iϕ + Ej,2ne
+2iϕ+

+ Ej,4ne
−4iϕ + Ej,5ne

+5iϕ + . . .

]
·
[{

P2ω
5ν e

+5iϕ+3νiϕ

}
e−3iβ+

+

{
P2ω
−1νe

−1iϕ+3νiϕ

}
e+3iβ +

{
P2ω
2ν e

+2iϕ+3νiϕ

}])

ПКП : Dj =

∫
C3v

dV ′E
2ω,x−iy
j (r′)P2ω(r′) ∝ (31)

=

∫
C3v

dV ′
∑
n,ν

([
Ej,1ne

−1iϕ + Ej,2ne
+2iϕ+

+ Ej,4ne
−4iϕ + Ej,5ne

+5iϕ + . . .

]
·
[{

P2ω
5ν e

−5iϕ+3νiϕ

}
e+3iβ+

+

{
P2ω
−1νe

+1iϕ+3νiϕ

}
e−3iβ +

{
P2ω
2ν e

−2iϕ+3νiϕ

}])
.
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Необходимо определить, какие из выражений (28), (29), (30), (31) для инте-

гралов Dj дают ненулевые значения, то есть в каком случае подынтегральное

выражение преобразуется по тривиальному неприводимому представлению

A1 группы симметрии C3v. В группе C3v по тривиальному неприводимому

представлению A1 преобразуются собственные моды, в разложение которых

входят векторные сферические гармоникиMo(3s)n и Ne(3s)n, где s ∈ Z+ [132].

Таким образом, подынтегральное выражение должно содержать экспоненты

вида e±3siϕ. Только в таком случае оно будет ненулевым. Соответственно,

выражения (28) и (29) для моды E
2ω,x+iy
j (r′), с учетом вышесказанного, при-

мут следующий вид

ЛКП : Dj ∝ c+j e
−3iβ + c′+j e

+3iβ + c′′+j (32)

ПКП : Dj = 0,

где введены некоторые коэффициенты c+j , c
′+
j , c

′′+
j . В них входят все интегра-

лы с функциями и константами, не зависящими от знака поляризации падаю-

щей волны. Аналогично выражения (30) и (31) для моды E
2ω,x−iy
j (r′) примут

следующий вид

ЛКП : Dj = 0 (33)

ПКП : Dj ∝ c−j e
+3iβ + c′−j e

−3iβ + c′′−j ,

где новые коэффициенты c−j , c
′−
j , c

′′−
j с точностью до знака равны старым

c+j , c
′+
j , c

′′+
j из выражения (32). В этом можно убедиться, сделав в выраже-

нии (31) замену ϕ→ −ϕ. Следующим шагом, подставляем в разложение для
напряженности поля второй гармоники (4) полученное выражение (32) для

интеграла перекрытия Dj для моды E
2ω,x+iy
j (r′)

ЛКП : E2ω(r) ∝
∑
j

E
2ω,x+iy
j (r)

(
c+j e

−3iβ + c′+j e
+3iβ + c′′+j

)
(34)

ПКП : E2ω(r) = 0

и выражение (33) для интеграла перекрытия Dj для моды E
2ω,x−iy
j (r′)

ЛКП : E2ω(r) = 0 (35)
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ПКП : E2ω(r) ∝
∑
j

E
2ω,x−iy
j (r)

(
c+j e

+3iβ + c′+j e
−3iβ + c′′+j

)
.

Таким образом, выражения для поля второй гармоники (34) и (35) доказыва-

ют, что при падении волны левой циркулярной поляризации в наноструктуре

GaAs[111]‖z симметрии C3v на удвоенной частоте возбуждаются собствен-

ные моды E
2ω,x+iy
j (r), преобразующиеся по неприводимому представлению

E. При падении волны правой циркулярной поляризации—модыE
2ω,x−iy
j (r).

При этом собственные моды, преобразующиеся по другим неприводимым

представлениям группы симметрии тримера, а именно по A1 или A2, воз-

буждаться не будут. В этом можно убедиться, получив для них из тех же

теоретических рассуждений такие же разложения (27). В них входят вектор-

ные сферические гармоники с проекциями углового момента m = 3s, где

s ∈ Z+. В связи с этим интегралы перекрытий Dj для таких собственных

мод, наоборот, не будут содержать инвариантных слагаемых и дадут толь-

ко нулевые значения. Получив разложения индуцируемых на удвоенной ча-

стоте собственных мод, необходимо посчитать в двухмодовом приближении

полную интегральную интенсивность второй гармоники I2ω, пользуясь фор-

мулой (19). Для этого сначала отдельно рассмотрим падение на нанострукту-

ру волны левой циркулярной поляризации. Она, согласно выражению (34),

приводит к возбуждению собственных мод E
2ω,x+iy
j (r)

I2ωЛКП ∝
∫
сфера

dV

∣∣∣∣E2ω,x+iy
j (r)

(
c̃+j e

−3iβ + c̃′+j e
+3iβ + c̃′′+j

)
+ (36)

+ eiαE
2ω,x+iy
i (r)

(
c̃+i e

−3iβ + c̃′+i e
+3iβ + c̃′′+i

) ∣∣∣∣2,
где в явном виде из комплексных коэффициентов c+j,i, c

′+
j,i, c

′′+
j,i выделена фа-

за α между собственными модами E
2ω,x+iy
i,j (r) и, тем самым, введены новые

c̃+j,i, c̃
′+
j,i, c̃

′′+
j,i . Интерференционные слагаемые пропорциональны

I2ω,интерф.ЛКП ∝
∫
сфера

dV e−iαE2ω,x+iy
j (r)

(
E
2ω,x+iy
i (r)

)∗
· (37)

·
(
Aji +Bjie

+6iβ + Cjie
−6iβ +Djie

+3iβ + Ejie
−3iβ

)
+ c.c.,
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где I2ω,интерф.ЛКП означает интерференционные слагаемые из выражения (36)

полной интегральной интенсивности I2ωЛКП, представляющие собой больший

интерес, а введенные коэффициенты Aji, Bji, Cji, Dji, Eji – переопределен-

ные для сокращения записи комбинации из коэффициентов c̃+j,i, c̃
′+
j,i, c̃

′′+
j,i . Ана-

логично для интенсивности второй гармоники при падении на нанострукту-

ру волны правой циркулярной поляризации. Она, согласно выражению (35),

приводит к возбуждению собственных мод уже E
2ω,x−iy
j (r)

I2ω,интерф.ПКП ∝
∫
сфера

dV e−iαE2ω,x−iy
j (r)

(
E
2ω,x−iy
i (r)

)∗
· (38)

·
(
Aji +Bjie

−6iβ + Cjie
+6iβ +Djie

−3iβ + Ejie
+3iβ

)
+ c.c..

Таким образом, можно объединить выражения (37) и (38) для ин-

терференционных вкладов, входящих в выражения интенсивно-

сти второй гармоники, генерируемой при падении лево- и право-

циркулярно поляризованной волны. Для этого необходимо учесть, что

E
2ω,x+iy
j (r)

(
E
2ω,x+iy
i (r)

)∗
= E

2ω,x−iy
j (r)

(
E
2ω,x−iy
i (r)

)∗
. Выражение для

интерференционных слагаемых I2ω,интерф.ЛКП
ПКП

примет следующий вид

I2ω,интерф.ЛКП
ПКП

∝ e−iαconstji· (39)

·
(
Aji +Bjie

±6iβ + Cjie
∓6iβ +Djie

±3iβ + Ejie
∓3iβ

)
+ c.c.,

где ± соответствует знаку поляризации падающей волны, а в constji содер-

жится интегральный множитель. Заметим, что в интерференционном вкла-

де (39), входящем в выражение интенсивности, появляются слагаемые с мно-

жителями вида cos(α± 3β) и другие подобные, которые, очевидно, различны

для разных поляризаций для большинства значений α и β. Таким образом,

из полученного выражения (39) в выражении полной интегральной интен-

сивности I2ω второй гармоники содержится I2ω,интерф., зависящее от поляри-

зации падающей волны, если углы поворота β, сидящие в экспонентах, не

равны πν/3, где ν ∈ Z. Из чего можно сделать окончательный вывод: КД-ВГ
в наноструктуре GaAs[111]‖z симметрии C3v возникает при β 6= πν/3, где

ν ∈ Z. Это согласуется с результатами работы, представленными на рисун-
ке 3. Стоит сделать несколько комментариев. Во-первых, поскольку в работе

рассматривается полная интегральная интенсивность второй гармоники I2ω,
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важно, что, как обсуждалось в разделе 1, интерференция собственных мод,

преобразующихся по одному неприводимому представлению, вносит опре-

деляющий вклад в наличие КД-ВГ. Действительно, интерференционные сла-

гаемые (39) I2ω,интерф., зависящие от знака поляризации падающей волны, в

рассматриваемой наноструктуре ненулевые, поскольку посчитаны при уче-

те интерференции собственных мод E
2ω,x±iy
j (r) и E2ω,x±iy

i (r). В свою очередь,

можно проверить, что не интерференционные слагаемые могут быть как рав-

ны по модулю для двух поляризаций, так и не равны в зависимости от кон-

кретного вида коэффициентов. Однако достаточно рассматривать только ин-

терференционный вклад, поскольку невозможна ситуация, когда он не будет

содержать зависимости от поляризации, в то время как не интерференци-

онный будет. Во-вторых, обратим внимание, что фазы в полученном выра-

жении (39) равны (±6iβ), (∓6iβ), (±3iβ), (∓3iβ). В то же время, согласно

таблице 1, разницы ∆mχ между дополнительными проекциямиmχ для кри-

сталлической решетки GaAs[111]‖z ∆mχ = {3, 6}. Этот комментарий дает

некоторые подсказки к выводу общей формулы в разделе 3.

2.1.2 Наноструктура GaAs[111]‖z симметрии C4v

Вектор нелинейной поляризации P2ω(r) GaAs[111]‖z, как и в предыду-
щем пункте 2.1.1, раскладывается в соответствии с выражением (21). В слу-

чае группы симметрии C4v индекс n = 4. В наноструктуре группы симметрии

C4v возбуждаются на удвоенной частоте 2ω ее собственные моды, преобразу-

ющиеся по двумерному неприводимому представлению E и по одномерным

— B1 и B2. Моды, преобразующиеся по другим неприводимым представле-

ниям, не возбуждаются. Для доказательства этих утверждений посчитаем от-

дельно интегралы перекрытий Dj. Сначала — для собственных мод, преоб-

разующихся по E. В их мультипольные разложения, согласно [126; 127; 132],

входят только векторные сферические гармоники с проекциями углового мо-

ментаm = 2s−1, где s ∈ Z+, с некоторыми, в общем случае, комплексными

коэффициентами. Ортогональные собственные моды можно записать в сле-

дующем виде

E
2ω,x
j (r′) = ae11Ne11 + ae12Ne12 + ae33Ne33 + bo11Mo11 + bo12Mo12 + . . . (40)

E
2ω,y
j (r′) = ao11No11 + ao12No12 + ao33No33 + be11Me11 + be12Me12 + . . . ,
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гдеE
2ω,x
j (r′) ,E2ω,y

j (r′)—ортогональные собственные моды, преобразующи-

еся по E, в ортогональности которых несложно убедиться с помощью прило-

жения А. Опять же индекс j нумерует определенную собственную моду из

суммы в выражении для поля E2ω (r). Используя те же самые рассуждения,

что и в пункте 2.1.1, можно переопределить константы ae
omn и beomn и сменить

базис:
E
2ω,x
j + iE2ω,y

j

2
и
E
2ω,x
j − iE

2ω,y
j

2
. С учетом вышесказанного, разложение

новых собственных мод представимо в следующем виде

E
2ω,x+iy
j (r′) =

a11
2
(Ne11 + iNo11) +

a12
2
(Ne12 + iNo12)+ (41)

+
a33
2
(Ne33 − iNo33) +

b11
2
(Mo11 − iMe11) + . . .

E
2ω,x−iy
j (r′) =

a11
2
(Ne11 − iNo11) +

a12
2
(Ne12 − iNo12)+ (42)

+
a33
2
(Ne33 + iNo33) +

b11
2
(Mo11 + iMe11) + . . . ,

где E
2ω,x±iy
j =

E
2ω,x
j ± iE

2ω,y
j

2
— ортогональные собственные моды, состав-

ленные из мод E
2ω,x
j ,E2ω,y

j . С помощью явного вида векторных сферических

гармоник, указанного в приложении А, и новых обозначений, разложение

собственных вид (41) и (41), как и ранее, можно привести к следующему ком-

пактному виду

E
2ω,x±iy
j (r′) =

∑
n

{
Ej,1n(r,z)e

±1iϕ + Ej,3n(r,z)e
∓3iϕ+ (43)

+Ej,5n(r,z)e
±5iϕ + Ej,7n(r,z)e

∓7iϕ + . . .

}
,

где в Ej,mn(r,z) содержатся линейные комбинации N(M)mn(r,z) с комплекс-

ными коэффициентами amn, bmn. Подставим выражения (43) собственных

модE
2ω,x±iy
j (r′) и разложение (21) вектора нелинейной поляризацииP2ω (r′) в

интегралы перекрытий Dj =
∫
C4v

dV ′E
2ω,x±iy
j (r′)P2ω(r′). Получим четыре раз-

ных интеграла Dj. В частности, два — для моды E
2ω,x+iy
j (r′) при падении
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волны левой и правой циркулярной поляризации

ЛКП : Dj =

∫
C4v

dV ′E
2ω,x+iy
j (r′)P2ω(r′) ∝ (44)

=

∫
C4v

dV ′
∑
n,ν

([
Ej,1ne

+1iϕ + Ej,3ne
−3iϕ+

+ Ej,5ne
+5iϕ + Ej,7ne

−7iϕ + . . .

]
·
[{

P2ω
5ν e

+5iϕ+4νiϕ

}
e−3iβ+

+

{
P2ω
−1νe

−1iϕ+4νiϕ

}
e+3iβ +

{
P2ω
2ν e

+2iϕ+4νiϕ

}])

ПКП : Dj =

∫
C4v

dV ′E
2ω,x+iy
j (r′)P2ω(r′) ∝ (45)

=

∫
C4v

dV ′
∑
n,ν

([
Ej,1ne

+1iϕ + Ej,3ne
−3iϕ+

+ Ej,5ne
+5iϕ + Ej,7ne

−7iϕ + . . .

]
·
[{

P2ω
5ν e

−5iϕ+4νiϕ

}
e+3iβ+

+

{
P2ω
−1νe

+1iϕ+4νiϕ

}
e−3iβ +

{
P2ω
2ν e

−2iϕ+4νiϕ

}])
и два — для моды E

2ω,x−iy
j (r′) при падении волны левой и правой циркуляр-

ной поляризации

ЛКП : Dj =

∫
C4v

dV ′E
2ω,x−iy
j (r′)P2ω(r′) ∝ (46)

=

∫
C4v

dV ′
∑
n,ν

([
Ej,1ne

−1iϕ + Ej,3ne
+3iϕ+

+ Ej,5ne
−5iϕ + Ej,7ne

+7iϕ + . . .

]
·
[{

P2ω
5ν e

+5iϕ+4νiϕ

}
e−3iβ+

+

{
P2ω
−1νe

−1iϕ+4νiϕ

}
e+3iβ +

{
P2ω
2ν e

+2iϕ+4νiϕ

}])
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ПКП : Dj =

∫
C4v

dV ′E
2ω,x−iy
j (r′)P2ω(r′) ∝ (47)

=

∫
C4v

dV ′
∑
n,ν

([
Ej,1ne

−1iϕ + Ej,3ne
+3iϕ+

+ Ej,5ne
−5iϕ + Ej,7ne

+7iϕ + . . .

]
·
[{

P2ω
5ν e

−5iϕ+4νiϕ

}
e+3iβ+

+

{
P2ω
−1νe

+1iϕ+4νiϕ

}
e−3iβ +

{
P2ω
2ν e

−2iϕ+4νiϕ

}])
.

Необходимо определить, какие из выражений (44), (45), (46), (47) для инте-

гралов Dj дают ненулевые значения, то есть в каком случае подынтегральное

выражение преобразуется по тривиальному неприводимому представлению

A1 группы симметрии C4v. В группе C4v по тривиальному неприводимому

представлению A1 преобразуются собственные моды, в разложение которых

входят векторные сферические гармоникиMo(4s)n и Ne(4s)n, где s ∈ Z+ [132].

Таким образом, подынтегральное выражение должно содержать экспоненты

вида e±4siϕ. Только в таком случае интеграл будет ненулевым. Соответствен-

но, выражения (44) и (45) для моды E
2ω,x+iy
j (r′), с учетом вышесказанного,

примут следующий вид

ЛКП : Dj ∝ c+j e
+3iβ (48)

ПКП : Dj ∝ c′+j e
+3iβ,

где введены некоторые коэффициенты c+j , c
′+
j . В них входят все интегралы

с функциями и константами, не зависящими от знака поляризации падаю-

щей волны. Аналогично выражения (46) и (47) для моды E
2ω,x−iy
j (r′) примут

следующий вид

ЛКП : Dj ∝ c′−j e
−3iβ (49)

ПКП : Dj ∝ c−j e
−3iβ,

где новые коэффициенты c−j , c
′−
j с точностью до знака равны старым c+j , c

′+
j

из выражения (48). В этом можно убедиться, сделав в выражении (47) замену

ϕ → −ϕ. Таким образом, согласно выражениям (48) и (49), действительно,

в наноструктуре возбуждаются собственные моды, преобразующиеся по E.
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Следующим шагом, докажем, что возбуждаются и собственные моды, пре-

образующиеся по B1 и B2. В их разложения входят векторные сферические

гармоники сm = 4s−2, где s ∈ Z. Кроме того, стоит добавить, что собствен-
ные моды, преобразующиеся по B1 четные при отражении в плоскости XZ, а

моды, преобразующиеся по B2 — нечетные при отражении в плоскости XZ.

С учетом вышесказанного, их можно представить в следующем виде [126;

127; 132]

E
2ω,B1

j (r′) = ae22Ne22 + ae66Ne66 + ae26Ne26 + bo22Mo22 + . . . (50)

E
2ω,B2

j (r′) = ao22No22 + ao66No66 + ao26No26 + be22Me22 + . . . .

Используя явный вид векторных сферических гармоник, представленный в

приложенииА, и новые обозначения, разложения собственных мод (50) мож-

но привести к следующему виду

E
2ω,B1

j (r′) =
∑
n

{[
Er

j,e2n (r,z) êr + Ez
j,e2n (r,z) êz

]
cos 2ϕ+ (51)

+ Eϕ
j,e2n (r,z) êϕ sin 2ϕ+ . . .

}

E
2ω,B2

j (r′) =
∑
n

{[
Er

j,o2n (r,z) êr + Ez
j,o2n (r,z) êz

]
sin 2ϕ+ (52)

+ Eϕ
j,o2n (r,z) êϕ cos 2ϕ+ . . .

}
,

где в коэффициенты Er
j,eo2n

(r,z) , Ez
j,eo2n

(r,z) , Eϕ
j,eo2n

(r,z) заключены соответ-

ствующие константы и функции, не зависящие от координаты ϕ. Подста-

вим выражения (51) и (52) собственных мод E
2ω,B1

j (r′) ,E2ω,B2

j (r′) и разло-

жение (21) вектора нелинейной поляризации P2ω (r′) в интегралы перекры-

тий Dj =
∫
C4v

dV ′E
2ω,B1/B2

j (r′)P2ω(r′). Получим четыре разных интеграла Dj.

В частности, два — для моды E
2ω,B1

j (r′) при падении волны левой и правой

циркулярной поляризации

ЛКП : Dj =

∫
C4v

dV ′E
2ω,B1

j (r′)P2ω(r′) ∝ (53)
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=

∫
C4v

dV ′
∑
n,ν

([{
Er

j,e2n (r,z) êr + Ez
j,e2n (r,z) êz

}
cos 2ϕ+

+ Eϕ
j,e2n (r,z) êϕ sin 2ϕ+ . . .

]
·
[{

P2ω
5ν e

+5iϕ+4νiϕ

}
e−3iβ+

+

{
P2ω
−1νe

−1iϕ+4νiϕ

}
e+3iβ +

{
P2ω
2ν e

+2iϕ+4νiϕ

}])

ПКП : Dj =

∫
C4v

dV ′E
2ω,B1

j (r′)P2ω(r′) ∝ (54)

=

∫
C4v

dV ′
∑
n,ν

([{
Er

j,e2n (r,z) êr + Ez
j,e2n (r,z) êz

}
cos 2ϕ+

+ Eϕ
j,e2n (r,z) êϕ sin 2ϕ+ . . .

]
·
[{

P2ω
5ν e

−5iϕ+4νiϕ

}
e+3iβ+

+

{
P2ω
−1νe

+1iϕ+5νiϕ

}
e−3iβ +

{
P2ω
2ν e

−2iϕ+4νiϕ

}])
и два— для моды E

2ω,B2

j (r′) при падении волны левой и правой циркулярной

поляризации

ЛКП : Dj =

∫
C4v

dV ′E
2ω,B2

j (r′)P2ω(r′) ∝ (55)

=

∫
C4v

dV ′
∑
n,ν

([{
Er

j,o2n (r,z) êr + Ez
j,o2n (r,z) êz

}
sin 2ϕ+

+ Eϕ
j,o2n (r,z) êϕ cos 2ϕ+ . . .

]
·
[{

P2ω
5ν e

+5iϕ+3νiϕ

}
e−3iβ+

+

{
P2ω
−1νe

−1iϕ+3νiϕ

}
e+3iβ +

{
P2ω
2ν e

+2iϕ+3νiϕ

}])

ПКП : Dj =

∫
C4v

dV ′E
2ω,B2

j (r′)P2ω(r′) ∝ (56)

=

∫
C4v

dV ′
∑
n,ν

([{
Er

j,o2n (r,z) êr + Ez
j,o2n (r,z) êz

}
sin 2ϕ+
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+ Eϕ
j,o2n (r,z) êϕ cos 2ϕ+ . . .

]
·
[{

P2ω
5ν e

−5iϕ+3νiϕ

}
e+3iβ+

+

{
P2ω
−1νe

+1iϕ+3νiϕ

}
e−3iβ +

{
P2ω
2ν e

−2iϕ+3νiϕ

}])
.

Напомним, что в группе C4v по тривиальному неприводимому представле-

ниюA1 преобразуются собственные моды, в разложение которых входят век-

торные сферические гармоникиMo(4s)n и Ne(4s)n, где s ∈ Z+ [132]. С учетом

этого выражения (53) и (54) для моды E
2ω,B1

j (r′) примут следующий вид

ЛКП : Dj ∝ cB1

j (57)

ПКП : Dj ∝ cB1

j ,

где введены коэффициенты cB1

j . В них входят все интегралы с функциями и

константами, не зависящими от знака поляризации падающей волны. Анало-

гично выражения (55) и (56) для моды E
2ω,B2

j (r′) примут следующий вид

ЛКП : Dj ∝ cB2

j (58)

ПКП : Dj ∝ cB2

j ,

где введены подобным образом коэффициенты cB2

j . Таким образом, согласно

выражениям (57) и (58), действительно, в наноструктуре возбуждаются соб-

ственные моды, преобразующиеся по B1 иB2. Следующимшагом, подставим

в разложение для напряженности поля второй гармоники (4) полученное вы-

ражение (48) для интеграла перекрытия Dj для моды E
2ω,x+iy
j (r′)

ЛКП : E2ω ∝
∑
j

E
2ω,x+iy
j (r)c+j e

+3iβ (59)

ПКП : E2ω ∝
∑
j

E
2ω,x+iy
j (r)c′+j e

+3iβ

и выражение (49) для интеграла перекрытия Dj для моды E
2ω,x−iy
j (r′)

ЛКП : E2ω ∝
∑
j

E
2ω,x−iy
j (r)c′−j e

−3iβ (60)

ПКП : E2ω ∝
∑
j

E
2ω,x−iy
j (r)c−j e

−3iβ.
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Кроме того, подставим выражение (57) для интеграла перекрытия Dj для мо-

ды E
B1

j (r′)

ЛКП : E2ω ∝
∑
j

E
B1

j (r)cB1

j (61)

ПКП : E2ω ∝
∑
j

E
B1

j (r)cB1

j

и аналогично — выражение (58) для собственной моды E
B2

j

ЛКП : E2ω ∝
∑
j

E
B2

j (r)cB2

j (62)

ПКП : E2ω ∝
∑
j

E
B2

j (r)cB2

j .

Таким образом, выражения для поля второй гармоники (59), (60), (61) и (62)

E2ω доказывают, что при падении волны левой циркулярной поляризации

вектором нелинейной поляризации (21) в наноструктуре GaAs[111]‖z сим-
метрии C4v возбуждаются на удвоенной частоте собственные моды, преоб-

разующиеся по неприводимому представлению E, а также по B1 и B2. Ана-

логично — при падении волны правой циркулярной поляризации. При этом

собственные моды, преобразующиеся по другим неприводимым представле-

ниям, а именно по A1 и A2 возбуждаться не будут. В этом можно убедиться,

получив для них из тех же теоретических расчетов такие же мультипольные

разложения. В них входят векторные сферические гармоники с проекциями

углового моментаm = 4s, где s ∈ Z+. В связи с этим интегралы перекрытий

Dj для таких мод, наоборот, не будут содержать инвариантных слагаемых

и дадут только нулевые значения. Получив разложения индуцируемых на

удвоенной частоте собственных мод, необходимо посчитать полную инте-

гральную интенсивность второй гармоники I2ω, опять же пользуясь форму-

лой (19). Несмотря на то, что при падении волны лево- или право-циркулярно

поляризованной возбуждаются моды, преобразующиеся по разным неприво-

димым представлениям, важно напомнить, что необходимо считать интерфе-

ренцию только между модами одинаковой симметрии. С учетом вышеска-

занного, посчитаем отдельно интерференцию собственных мод E
2ω,x+iy
j (r) и

интенсивность второй гармоники I2ωЛКП,ПКП при падении волны левой и пра-
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вой циркулярной поляризации, соответственно

I2ωЛКП ∝
∫
сфера

dV

∣∣∣∣E2ω,x+iy
j (r)c̃+j e

+3iβ + eiαE
2ω,x+iy
i (r)c̃+i e

+3iβ

∣∣∣∣2 (63)

I2ωПКП ∝
∫
сфера

dV

∣∣∣∣E2ω,x+iy
j (r)c̃′+j e

+3iβ + eiαE
2ω,x+iy
i (r)c̃′+i e

+3iβ

∣∣∣∣2, (64)

где в явном виде из комплексных коэффициентов c+j,i, c
′+
j,i выделена фаза

α между собственными модами E
2ω,x+iy
i,j (r) и, тем самым, введены новые

c̃+j,i, c̃
′+
j,i. Интерференционные слагаемые пропорциональны

I2ω,интерф.ЛКП ∝
∫
сфера

dV e−iαE2ω,x+iy
j (r)

(
E
2ω,x+iy
i (r)

)∗
Aji + c.c. (65)

I2ω,интерф.ПКП ∝
∫
сфера

dV e−iαE2ω,x+iy
j (r)

(
E
2ω,x+iy
i (r)

)∗
A′

ji + c.c., (66)

где I2ω,интерф.ЛКП,ПКП означают интерференционные слагаемые из выражений (63)

и (64) полной интегральной интенсивности I2ωЛКП,ПКП, представляющие собой

больший интерес, а введенные коэффициенты Aji, A
′
ji – переопределенные

для сокращения записи комбинации из коэффициентов c̃+j,i, c̃
′+
j,i. Аналогично

— интерференцию собственных мод E
2ω,x−iy
j (r) и интенсивность второй гар-

моники I2ωЛКП,ПКП при падении волны левой и правой циркулярной поляриза-

ции, соответственно

I2ωЛКП ∝
∫
сфера

dV

∣∣∣∣E2ω,x−iy
j (r)c̃′−j e

−3iβ + eiαE
2ω,x−iy
i (r)c̃′−i e

−3iβ

∣∣∣∣2 (67)

I2ωПКП ∝
∫
сфера

dV

∣∣∣∣E2ω,x−iy
j (r)c̃−j e

−3iβ + eiαE
2ω,x−iy
i (r)c̃−i e

−3iβ

∣∣∣∣2. (68)

Интерференционные слагаемые пропорциональны

I2ω,интерф.ЛКП ∝
∫
сфера

dV e−iαE2ω,x−iy
j (r)

(
E
2ω,x−iy
i (r)

)∗
A′

ji + c.c. (69)

I2ω,интерф.ПКП ∝
∫
сфера

dV e−iαE2ω,x−iy
j (r)

(
E
2ω,x−iy
i (r)

)∗
Aji + c.c.. (70)

Стоит напомнить, что E
2ω,x+iy
j (r)

(
E
2ω,x+iy
i (r)

)∗
= E

2ω,x−iy
j (r)

(
E
2ω,x−iy
i (r)

)∗
.

С учетом этого равенства и после сравнения выражений (65) и (70), а

47



также (66) и (69) приходим к заключению: интерференционные вклады

I2ω,интерф., а вместе с ними и интенсивность второй гармоники I2ω одина-

ковы при возбуждении волной левой и правой циркулярной поляризации.

Интерференция собственных мод, преобразующихся по B1 или B2, в свою

очередь, точно так же не приводит к возникновению зависимости интен-

сивности второй гармоники от знака поляризации падающей волны. В этом

можно убедиться, заметив, что сама напряженность поля второй гармоники

в выражениях (61) и (62) одинакова при возбуждении волной левой и пра-

вой циркулярной поляризации. Соответственно, интенсивность второй гар-

моники не будет иметь зависимости от знака поляризации падающей волны.

Таким образом, можно сделать окончательный вывод: КД-ВГ в нанострукту-

ре GaAs[111]‖z симметрии C4v не возникает ни при каких условиях на угол

β, несмотря на то, что в наноструктуре C3v более высокой полной симмет-

рии он возможен. Это согласуется с результатами работы, представленными

в таблице (3).

2.1.3 Наноструктура BaTiO3[001]‖x симметрии C4v

Вектор нелинейной поляризации P2ω(r) для BaTiO3[001]‖x, согласно
таблице 1, представим в следующем виде

P2ω(r,z,ϕ) ∝

{∑
ν

P2ω
3ν (r,z)e

±3iϕ+nνiϕ

}
e∓1iβ+ (71)

+

{∑
ν

P2ω
1ν (r,z)e

±1iϕ+nνiϕ

}
e±1iβ+

+

{∑
ν

P2ω
5ν (r,z)e

±5iϕ+nνiϕ

}
e∓3iβ+

+

{∑
ν

P2ω
−1ν(r,z)e

∓1iϕ+nνiϕ

}
e±3iβ,

где с учетом интересующей группы симметрии C4v индекс n = 4. Такой век-

тор нелинейной поляризации P2ω(r) (71) возбуждает в наноструктуре сим-

метрии C4v собственные моды на удвоенной частоте 2ω, преобразующиеся

по двумерному неприводимому представлению E [126; 127; 132]. Моды, пре-

образующиеся по другим неприводимым представлениям, не возбуждаются.

Для доказательства этих утверждений проделаем идентичные рассуждения,
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как и в предыдущих пунктах 2.1.1 и 2.1.2. Сначала посчитаем интеграл пе-

рекрытия Dj для мод, преобразующихся по E. Их разложения по векторным

сферическим гармоникам для группы симметрии C4v уже были получены в

пункте 2.1.2 и представлены в выражении (43). В связи с этим необходимо

только аналогичным образом определить интегралы перекрытий Dj, но для

вектора нелинейной поляризации (71) P2ω(r). Получим опять же четыре раз-

ных интеграла Dj. В частности, два — для моды E
2ω,x+iy
j (r′) при падении

волны левой и правой циркулярной поляризации

ЛКП: Dj =

∫
C4v

dV ′E
2ω,x+iy
j (r′)P2ω(r′) ∝

∫
C4v

dV ′
∑
n,ν

([
Ej,1ne

+1iϕ+ (72)

+ Ej,3ne
−3iϕ + Ej,5ne

+5iϕ + Ej,7ne
−7iϕ + . . .

]
·

·
[{

P2ω
3ν e

+3iϕ+4νiϕ

}
e−1iβ +

{
P2ω
1ν e

+1iϕ+4νiϕ

}
e+1iβ+

+

{
P2ω
5ν e

+5iϕ+4νiϕ

}
e−3iβ +

{
P2ω
−1νe

−1iϕ+4νiϕ

}
e+3iβ

])

ПКП: Dj =

∫
C4v

dV ′E
2ω,x+iy
j (r′)P2ω(r′) ∝

∫
C4v

dV ′
∑
n,ν

([
Ej,1ne

+1iϕ+ (73)

+ Ej,3ne
−3iϕ + Ej,5ne

+5iϕ + Ej,7ne
−7iϕ + . . .

]
·

·
[{

P2ω
3ν e

−3iϕ+4νiϕ

}
e+1iβ +

{
P2ω
1ν e

−1iϕ+4νiϕ

}
e−1iβ+

+

{
P2ω
5ν e

−5iϕ+4νiϕ

}
e+3iβ +

{
P2ω
−1νe

+1iϕ+4νiϕ

}
e−3iβ

])
и два — для моды E

2ω,x−iy
j (r′) при падении волны левой и правой циркуляр-

ной поляризации

ЛКП: Dj =

∫
C4v

dV ′E
2ω,x−iy
j (r′)P2ω(r′) ∝

∫
C4v

dV ′
∑
n,ν

([
Ej,1ne

−1iϕ+ (74)

+ Ej,3ne
+3iϕ + Ej,5ne

−5iϕ + Ej,7ne
+7iϕ + . . .

]
·
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·
[{

P2ω
3ν e

+3iϕ+4νiϕ

}
e−1iβ +

{
P2ω
1ν e

+1iϕ+4νiϕ

}
e+1iβ+

+

{
P2ω
5ν e

+5iϕ+4νiϕ

}
e−3iβ +

{
P2ω
−1νe

−1iϕ+4νiϕ

}
e+3iβ

])

ПКП: Dj =

∫
C4v

dV ′E
2ω,x−iy
j (r′)P2ω(r′) ∝

∫
C4v

dV ′
∑
n,ν

([
Ej,1ne

−1iϕ+ (75)

+ Ej,3ne
+3iϕ + Ej,5ne

−5iϕ + Ej,7ne
+7iϕ + . . .

]
·

·
[{

P2ω
3ν e

−3iϕ+4νiϕ

}
e+1iβ +

{
P2ω
1ν e

−1iϕ+4νiϕ

}
e−1iβ+

+

{
P2ω
5ν e

−5iϕ+4νiϕ

}
e+3iβ +

{
P2ω
−1νe

+1iϕ+4νiϕ

}
e−3iβ

])
.

Необходимо определить, какие из выражений (72), (73), (74), (75) для инте-

гралов Dj дают ненулевые значения. В группе C4v, напомним, по тривиаль-

ному неприводимому представлению A1 преобразуются собственные моды,

в разложение которых входят векторные сферические гармоники Mo(4s)n и

Ne(4s)n, где s ∈ Z+ [132]. Таким образом, подынтегральное выражение долж-

но содержать экспоненты вида e±4siϕ. Соответственно, выражения (72) и (73)

для моды E
2ω,x+iy
j (r′), с учетом вышесказанного, примут следующий вид

ЛКП : Dj ∝ c+j e
−1iβ + c′+j e

+3iβ (76)

ПКП : Dj ∝ c′′+j e−1iβ + c′′′+j e+3iβ,

где введены некоторые коэффициенты c+j , c
′+
j ,c

′′+
j , c′′′+j . В них входят все ин-

тегралы с функциями и константами, не зависящими от знака поляризации

падающей волны. Аналогично выражения (74) и (75) для моды E
2ω,x−iy
j (r′)

примут следующий вид

ЛКП : Dj ∝ c′′−j e+1iβ + c′′′−j e−3iβ (77)

ПКП : Dj ∝ c−j e
+1iβ + c′−j e

−3iβ,

где новые коэффициенты c−j , c
′−
j ,c

′′−
j , c′′′−j с точностью до знака равны старым

c+j , c
′+
j ,c

′′+
j , c′′′+j из выражения (76). В этом можно убедиться, сделав в выраже-
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нии (75) замену ϕ → −ϕ. Таким образом, согласно выражениям (76) и (77),

действительно, в наноструктуре возбуждаются собственные моды, преобра-

зующиеся по E. Подставляем в разложение для напряженности поля второй

гармоники (4) полученное выражение (76) для интеграла перекрытия Dj для

моды E
2ω,x+iy
j (r′)

ЛКП : E2ω(r) ∝
∑
j

E
2ω,x+iy
j (r)

(
c+j e

−1iβ + c′+j e
+3iβ

)
(78)

ПКП : E2ω(r) ∝
∑
j

E
2ω,x+iy
j (r)

(
c′′+j e−1iβ + c′′′+j e+3iβ

)
и выражение (77) для интеграла перекрытия Dj для моды E

2ω,x−iy
j (r′)

ЛКП : E2ω(r) ∝
∑
j

E
2ω,x−iy
j (r)

(
c′′−j e+1iβ + c′′′−j e−3iβ

)
(79)

ПКП : E2ω(r) ∝
∑
j

E
2ω,x−iy
j (r)

(
c−j e

+1iβ + c′−j e
−3iβ

)
.

Таким образом, выражения для поля второй гармоники (78) и (79) доказыва-

ют, что при падении волны левой и правой циркулярной поляризации векто-

ром нелинейной поляризации (71) в наноструктуре BaTiO3[001]‖x симмет-
рии C4v возбуждаются на удвоенной частоте собственные моды, преобразу-

ющиеся по неприводимому представлению E. При этом собственные моды,

преобразующиеся по другим неприводимым представлениям группы сим-

метрии наноструктуры, а именно по A1, A2, B1 или B2, возбуждаться не бу-

дут. В этом можно убедиться аналогичными расчетами интегралов перекры-

тий Dj. При этом мультипольные разложения для собственных мод, преоб-

разующихся по B1 или B2, были уже получены в пункте 2.1.2 и представлены

в (51) и (52). В разложения же собственных мод, преобразующихся по A1 или

A2, входят векторные сферические гармоники с проекциями углового момен-

та m = 4s, где s ∈ Z+. Интегралы перекрытий Dj для таких мод не будут

содержать инвариантных слагаемых и дадут только нулевые значения. Та-

ким образом, получив разложения индуцируемых на удвоенной частоте соб-

ственных мод необходимо определить полную интегральную интенсивность

второй гармоники I2ω, пользуясь формулой (19). Напомним, что интерферен-

ционный вклад в выражение полной интенсивности дает только интерферен-
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ция собственных мод одной симметрии. С учетом этого, посчитаем отдельно

ее между модами E
2ω,x+iy
j (r) (78). Интенсивность второй гармоники I2ωЛКП,ПКП

запишется в следующем виде при падении волны левой циркулярной поля-

ризации

I2ωЛКП ∝
∫
сфера

dV

∣∣∣∣E2ω,x+iy
j (r)

(
c̃+j e

−1iβ + c̃′+j e
+3iβ

)
+ (80)

+ eiαE
2ω,x+iy
i (r)

(
c̃+i e

−1iβ + c̃′+i e
+3iβ

) ∣∣∣∣2
и при падении волны правой циркулярной поляризации

I2ωПКП ∝
∫
сфера

dV

∣∣∣∣E2ω,x+iy
j (r)

(
c̃′′+j e−1iβ + c̃′′′+j e+3iβ

)
+ (81)

+ eiαE
2ω,x+iy
i (r)

(
c̃′′+i e−1iβ + c̃′′′+i e+3iβ

) ∣∣∣∣2,
где в явном виде из комплексных коэффициентов c+j,i, c

′+
j,i, c

′′+
j,i ,c

′′′+
j,i выделена

фаза α между собственными модамиE2ω,x+iy
i,j (r) и, тем самым, введены новые

c̃+j,i, c̃
′+
j,i, c̃

′′+
j,i , c̃

′′+
j,i . Интерференционные слагаемые, входящие в интенсивность

второй гармоники, пропорциональны при падении волны левой циркулярной

поляризации

I2ω,интерф.ЛКП ∝
∫
сфера

dV e−iαE2ω,x+iy
j (r)

(
E
2ω,x+iy
i (r)

)∗
· (82)

·
(
Aji +Bjie

−4iβ + Cjie
+4iβ

)
+ c.c.

и при падении волны правой циркулярной поляризации

I2ω,интерф.ПКП ∝
∫
сфера

dV e−iαE2ω,x+iy
j (r)

(
E
2ω,x+iy
i (r)

)∗
· (83)

·
(
A′

ji +B′
jie

−4iβ + C ′
jie

+4iβ
)
+ c.c.,

где I2ω,интерф.ЛКП,ПКП означают интерференционные слагаемые из выражений (80)

и (81) полной интегральной интенсивности I2ωЛКП,ПКП, представляющие со-

бой больший интерес, а введенные коэффициенты Aji, Bji, Cji, A
′
ji, B

′
ji, C

′
ji

—переопределенные для сокращения записи комбинации из коэффициентов

c̃+j,i, c̃
′+
j,i, c̃

′′+
j,i , c̃

′′′+
j,i . Аналогично посчитаем отдельно интерференциюмежду мо-
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дами E
2ω,x−iy
j (r) (79). Интенсивность второй гармоники I2ωЛКП,ПКП запишется

в следующем виде при падении волны левой циркулярной поляризации

I2ωЛКП ∝
∫
сфера

dV

∣∣∣∣E2ω,x−iy
j (r)

(
c̃′′−j e+1iβ + c̃′′′−j e−3iβ

)
+ (84)

+ eiαE
2ω,x−iy
i (r)

(
c̃′′−i e+1iβ + c̃′′′−i e−3iβ

) ∣∣∣∣2
и при падении волны правой циркулярной поляризации

I2ωПКП ∝
∫
сфера

dV

∣∣∣∣E2ω,x−iy
j (r)

(
c̃−j e

+1iβ + c̃′−j e
−3iβ

)
+ (85)

+ eiαE
2ω,x−iy
i (r)

(
c̃−i e

−1iβ + c̃′−i e
+3iβ

) ∣∣∣∣2.
Интерференционные слагаемые, входящие в интенсивность второй гармони-

ки, пропорциональны при падении волны левой циркулярной поляризации

I2ω,интерф.ЛКП ∝
∫
сфера

dV e−iαE2ω,x−iy
j (r)

(
E
2ω,x−iy
i (r)

)∗
· (86)

·
(
A′

ji +B′
jie

+4iβ + C ′
jie

−4iβ
)
+ c.c.

и при падении волны правой циркулярной поляризации

I2ω,интерф.ПКП ∝
∫
сфера

dV e−iαE2ω,x−iy
j (r)

(
E
2ω,x−iy
i (r)

)∗
· (87)

·
(
Aji +Bjie

+4iβ + Cjie
−4iβ

)
+ c.c..

Таким образом, после сравнения выражений (82) и (87), а также (83) и (86),

приходим к заключению: полная интегральная интенсивность второй гармо-

ники зависит от поляризации падающей волны, если углы поворота β, сидя-

щие в экспонентах, не равны πν/4, где ν ∈ Z. Из чего можно сделать оконча-
тельный вывод: КД-ВГ в наноструктуре BaTiO3[001]‖x симметрии C4v воз-

никает при β 6= πν/4, где ν ∈ Z. Это согласуется с результатами работы,

представленными на рисунке 3. Обратим внимание, что фазы в полученных

выражениях (82) и (87), а также (83) и (86) равны (±4iβ), (∓4iβ). В то же вре-

мя, согласно таблице 1, разницы∆mχ между дополнительными проекциями
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mχ для кристаллической решетки BaTiO3[001]‖x∆mχ = {2, 4, 6}. Этот ком-
ментарий дает некоторые подсказки к выводу общей формулы в разделе 3.

2.2 Численное моделирование циркулярного дихроизма второй

гармоники в COMSOL Multiphysics®

Корректность теоретических результатов, показанных на рисунке 3,

была проверена численным моделированием в COMSOL Multiphysics®

в приближении неистощимой накачки с использованием интерфейса

Electromagnetic waves, Frequency domain (ewfd). Этот метод широко известен

и описан, например, в [106; 133; 134]. Для определенной симметрии нано-

структуры с определенной кристаллической решетки для различных углов

их взаимной ориентации β были получены значения полной интенсивности

второй гармоники, проинтегрированной по верхнему полупространству, при

падении волны левой и правой циркулярной поляризации, а также значения

КД-ВГ, посчитанные по формуле (1). В качестве иллюстративного примера

на рисунке 4 представлено моделирование для наноструктуры BaTiO3 с ори-

ентацией [001]‖x симметрии C2v. Она представляла собой два близко рас-

положенных идентичных цилиндра. Согласно теоретическим расчетам, ана-

логичным описанным в пунктах 2.1.1, 2.1.2 и 2.1.3, в такой наноструктуре

возбуждаются на удвоенной частоте собственные моды, преобразующиеся

по неприводимым представлениям B1 и B2. В выражении полной интеграль-

ной интенсивности содержатся фазы, зависящие от поляризации падающей

волны: (±2β), (±4β), (±6β), (∓2β), (∓4β), (∓6β), поэтому КД-ВГ возмо-

жен в наноструктуре BaTiO3 с ориентацией [001]‖x симметрии C2v при углах

β 6= πν/2, где ν ∈ Z. Это условие представлено на рисунке 3 вместе с ос-
новными результатами работы. Численное моделирование подтвердило его

корректность. В качестве демонстрации на рисунке 4 представлены резуль-

таты численного моделирования при значении угла β = π/4. В частности, на

рисунке 4 а) показаны значения полной интегральной интенсивности второй

гармоники в условных единицах, проинтегрированной по верхнему полупро-

странству, при падении волны левой и правой циркулярной поляризации, а

на рисунке 4 б)— значения КД-ВГ, посчитанные по формуле (1). Параметры

системы были следующие: цилиндры с диаметром и высотой d = 550 нм и h

= 450 нм, соответственно, были расположены на расстоянии друг от друга

l = 30 нм; показатель преломления материала был использован nrefr = 3, по-
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Рисунок 4 – Результаты численного моделирования в COMSOL

Multiphysics® для наноструктуры BaTiO3 с ориентацией [001]‖x симметрии
C2v, представляющей собой два близко расположенных идентичных

цилиндра, при значении угла β = π/4. а) Значения в условных единицах
полной интенсивности второй гармоники, проинтегрированной по

верхнему полупространству, при падении волны левой и правой

циркулярной поляризации в диапазоне длин от 1420 нм до 1470 нм и

угловое распределение нормы полей второй гармоники на поверхности

цилиндров, посчитанное в резонансе для значения длины падающей волны

λ = 1458.5 нм и двух поляризаций. б) Значения циркулярного дихроизма

второй гармоники по формуле (1) КД-ВГ =
(I2ωПКП − I2ωЛКП)

(I2ωПКП + I2ωЛКП)/2
[116]

скольку он близок к значениям типичных диэлектрических материалов, зна-

чения тензора нелинейной восприимчивости χ̂(2) ‘‘не повернутой’’ кристал-

лической решетки BaTiO3 ([001]‖z) были взяты из [130]; длина падающей

волны менялась в диапазоне от 1420 нм до 1470 нм. Размер цилиндров был

выбран достаточно большим для того, чтобы наноструктура была способ-

на поддерживать резонансы собственных мод высокого порядка, поскольку,

как видно на рисунке 4, именно вблизи резонанса был достигнут локальный

максимум КД-ВГ. На рисунке 4 а) в резонансе для длины падающей волны

λ = 1458.5 нм и двух поляризаций для наглядности представлено угловое

распределение нормы полей второй гармоники на поверхности цилиндров.

Согласно ему, локальные максимумы КД-ВГ в рассматриваемой нанострук-

туре находятся вблизи резонансов собственных мод наноструктуры с проек-

цией углового момента m = 5. В общем случае, важно, что они находятся

вблизи резонансов собственных мод с проекциями углового момента m2ω и
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m2ω + ∆mχ (обозначения были введены в разделе 1 и в выражении (15)). В

итоге, для получения существенных значений КД-ВГ необходимо подбором

размера наноструктуры добиться существования резонансов соответствую-

щих порядков. Такие локальные максимумы КД-ВГ могут быть объяснены

тем, что вблизи резонансов фаза между собственными модами α быстро ме-

няется и возможна конструктивная или деструктивная интерференция соб-

ственных мод.
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3 ОБЩАЯ ФОРМУЛА ЦИРКУЛЯРНОГО ДИХРОИЗМА

ВТОРОЙ ГАРМОНИКИ

3.1 Теория циркулярного дихроизма второй гармоники в

диэлектрических наноструктурах, основанная на правиле

сохранения проекции полного углового момента

Теория генерации второй гармоники и возникновения циркулярного

дихроизма второй гармоники в диэлектрических наноструктурах подробно

описана в работах [102; 106] и в разделе 1. Однако применение ее к каж-

дому конкретному случаю и получение условий КД-ВГ, как продемонстри-

ровано на примерах в пунктах 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3, несмотря на наличие чет-

кой, изученной процедуры, всегда сопряжено с массивными теоретически-

ми расчетами, отнимающими у ученого ощутимое количество времени. Бо-

лее того, они требуют аккуратности, поскольку рассмотрение собственных

мод сильно зависит от их симметрии, то есть от того, по какому непри-

водимому представлению они преобразуются, и вырождены они или нет.

Для решения этих проблем в работе в теоретически полученных результа-

тах были выявлены некоторые закономерности, на основании которых был

получен простой, короткий метод определения условий КД-ВГ в любых оди-

ночных ахиральных диэлектрических наноструктурах. С его помощью мож-

но получить ответ моментально, зная только симметрию наноструктуры и

тензор нелинейной восприимчивости χ̂(2) кристаллической решетки. Он ос-

нован на рассуждениях, использующих мультипольное разложение вектор-

ных полей по магнитным и электрическим векторным сферическим гармо-

никамMe
omn,Ne

omn [102; 127] и правило сохранения проекции полного угло-

вого момента [102; 135]. Во-первых, заметим, что вектор нелинейной по-

ляризации P2ω(r), разложение (15) которого было получено ранее в разде-

ле 1 и для рассмотренных кристаллических решеток представлено в табли-

це 1, содержит несколько слагаемых. Для каждого его слагаемого выполне-

но правило сохранения проекции полного углового момента: проекция угло-

вого момента векторных гармоник, входящих в разложение вектора P2ω(r),

±m2ω = ±mχ±2+nν = ±mχ± (min+min), где ν ∈ Z. Знак± соответствует

знаку поляризации падающей волны. Проекция ±min приходит от поля, ин-

дуцируемого внутри структуры на фундаментальной частоте ω, в то время

как дополнительная проекция±mχ—от тензора нелинейной восприимчиво-

сти χ̂(2). Кроме того, из-за поворота кристаллической решетки и нанострук-
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туры друг относительно друга вокруг оси z на угол β, тензор χ̂(2) привносит

в каждое слагаемое дополнительную фазу e∓mχiβ, соответствующую лево-

и право-циркулярно поляризованной падающей волне, соответственно. Во-

вторых, различные слагаемые вектора нелинейной поляризации P2ω(r) воз-

буждают собственные моды наноструктуры на удвоенной частоте 2ω, кото-

рые при этом могут преобразовываться по одному или по разным неприво-

димым представлениям. Стоит напомнить, что интерференционный вклад в

выражение полной интегральной интенсивности второй гармоники I2ω вно-

сит только интерференция одинаковых по симметрии собственных мод, то

есть преобразующихся по одинаковому неприводимому представлению, как

было объяснено в разделе 1. Однако интерференционного вклада недоста-

точно для возникновения КД-ВГ: для того, чтобы интенсивность второй гар-

моники I2ω оказалась различной при падении лево- и право-циркулярно по-

ляризованной волны, необходимо наличие в выражении интенсивности I2ω

зависящей от знака поляризации фазы e∓∆mχiβ, где ∆mχ — введенная в раз-

деле 1 разность между любыми двумя проекциями mχ. В этом можно убе-

диться из теоретических расчетов, примеры которых представлены в пунк-

тах 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3. Это может быть выполнено только при условии, если в

разложении поля второй гармоники содержатся как минимум два слагаемых

с различными фазами e∓mχiβ, но при этом описывающие две одинаковые по

симметрии моды. Такие моды должны возбуждаться различными слагаемы-

ми вектора нелинейной поляризации P2ω(r). С учетом вышесказанного, мож-

но сформулировать необходимое условие для возникновения КД-ВГ в опре-

деленной наноструктуре: по крайней мере два различных слагаемых вектора

нелинейной поляризацииP2ω(r) должны возбуждать собственные моды, пре-

образующиеся по одинаковому неприводимому представлению. Поскольку

проекции суммарного углового момента m2ω различных слагаемых P2ω(r),

отличаются друг от друга на дополнительную проекцию∆mχ, для выполне-

ния описанного выше условия необходимо, чтобы разница ∆mχ между лю-

быми двумя проекциями mχ была равна целому числу, кратному индексу

n, для структуры с n-кратной вращательной симметрией. Другими словами,

должно существовать такое целое число s

s = ∆mχ = nν, ν ∈ Z. (88)
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Описанное условие может быть легко проверено с помощью соответству-

ющих интегралов перекрытий и сравнено с результатами теоретических

расчетов: например, согласно таблице 1, для кристаллической решетки

GaAs[111]‖z∆mχ = {3, 6}. Опираясь на необходимое условие, можно утвер-
ждать, что в изготовленной из нее наноструктуре симметрии C3v КД-ВГ воз-

можен, поскольку существует такое число s = ∆mχ = {3, 6} = 3ν, ν ∈ Z.
Это подтверждается и результатами на рисунке 3, и теоретическими

рассуждениями, представленными в пункте 2.1.1: в наноструктуре из

GaAs[111]‖z симметрии C3v все три слагаемых вектора нелинейной поля-

ризации (21) P2ω(r) возбуждают собственные моды, преобразующиеся по

E, что приводит к появлению в выражениях интенсивности (39) I2ω фаз

(±6β), (∓6β), (±3β), (∓3β) и, как следствие, к возникновению КД-ВГ. Од-

нако, например, с помощью необходимого условия моментально может быть

обнаружена невозможность существования КД-ВГ в наноструктуре из та-

кой же кристаллической решетки, но симметрии C4v, поскольку не суще-

ствует такого числа s = ∆mχ = {3,6} = 4ν, ν ∈ Z. Это подтверждает-
ся и результатами на рисунке 3, и теоретическим анализом, проведенным

в пункте 2.1.2: в наноструктуре GaAs[111]‖z симметрии C4v все три чле-

на вектора нелинейной поляризации (21) P2ω(r) возбуждают собственные

моды разной симметрии. Как следствие, в выражениях интенсивности (63)

и (64), а также (68) и (67) I2ω не возникает фаз, зависящих от поляриза-

ции и ответственных за существование КД-ВГ, поэтому для левой и пра-

вой циркулярной поляризации падающей волны значения интенсивности

I2ω одинаковые и КД-ВГ не возможен. В то же время, пользуясь необходи-

мым условием, легко обнаружить, что в наноструктуре той же симметрии

C4v, но изготовленной из BaTiO3[001]‖x, для которой, согласно таблице 1

∆mχ = {2,4,6}, КД-ВГ, напротив, возможен, так как существует такое число
s = ∆mχ = 4 = 4ν, ν ∈ Z. Это также согласуется и с результатами на рисун-
ке 3, и с теорией, описанной в пункте 2.1.3: в наноструктуре из BaTiO3[001]‖x
симметрии C4v возможен КД-ВГ, потому что два слагаемых нелинейной по-

ляризации (71) P2ω(r) возбуждают собственные моды, преобразующиеся по

E, и в выражениях интенсивности (80) и (81), а также (84) и (85) I2ω, тем

самым, содержатся фазы (∓4β),(±4β). Таким образом, условие (88) являет-

ся необходимым условием для возможности возникновения в нанострукту-

59



ре КД-ВГ, однако недостаточным, поскольку важно, как видно из обсужде-

ний выше, чтобы фаза в выражении интенсивности второй гармоники I2ω не

равнялась (πν), в противном случае она не зависит от знака поляризации и,

как следствие, КД-ВГ не наблюдается. Это приводит к необходимому и до-

статочному условию на взаимную ориентацию кристаллической решетки и

наноструктуры, то есть на угол β: если условие (88) выполнено, то есть су-

ществует такое целое число s, и углы поворота β кристаллической решетки и

наноструктуры друг относительно друга вокруг оси z не равны πν/s, ν ∈ Z,
тогда и только тогда КД-ВГ существует.

3.2 Общая формула условий циркулярного дихроизма второй

гармоники в ахиральных диэлектрических наноструктурах

После суммирования вышеописанных в подразделе 3.1 рассуждений,

основанных на правиле сохранения проекции полного углового момента и

закономерностях теоретических результатов, можно записать общую фор-

мулу условий КД-ВГ в ахиральных диэлектрических наноструктурах. Для

ее использования все, что необходимо знать, — это группу симметрии на-

ноструктуры Cnv(Dnh) (или C1h, если n = 1) и тензор нелинейной воспри-

имчивости χ̂(2) в цилиндрических координатах, а точнее его симметрийное

поведение при вращении вокруг оси z и отражениях в вертикальных плос-

костях: он будет содержать несколько экспоненциальных членов eimχ(ϕ−β),

где под углом β подразумевается угол поворота кристаллической решетки

вокруг оси z относительно наноструктуры. Понимая под обозначением∆mχ

разницу между любыми двумя проекциями углового момента mχ, условие

на углы β, при которых возможен КД-ВГ, можно сформулировать следую-

щим образом: если существует такое число ν ∈ Z, что разница ∆mχ между

любыми двумя проекциямиmχ от тензора нелинейной восприимчивости χ̂
(2)

равна nν, где индекс n связан с группой симметрии наноструктуры, то вво-

дится целое число s

s = ∆mχ = nν, ν ∈ Z. (89)
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Циркулярный дихроизм второй гармоники в такой наноструктуре появляется

для любых углов β, если

β 6= πν

s
. (90)

При этом, поскольку для одной кристаллической решетки могут существо-

вать несколько ∆mχ, стоит добавить, что если условие (89) выполнено для

нескольких ∆mχ, то необходимо выбрать только такие углы β 6= πν/s, оди-

наковые при всех возможных числах s = ∆mχ. В таблице 2 показаны резуль-

таты применения общей формулы к рассмотренным ранее в разделе 2 нано-

структурам. При этом опущен тривиальный случай кристаллической решет-

ки BaTiO3 ориентации [001]‖z, для которой, согласно таблице 1, тензор нели-
нейной восприимчивости χ̂(2) никак не меняется при поворотах вокруг оси z

и отражениях в вертикальных плоскостях, от него может приходить только

одна единственная нулевая проекция углового моментаmχ = 0. Тем самым,

вектор нелинейной поляризацииP2ω(r) состоит из одного единственного сла-

гаемого и не содержит дополнительной фазы с углом β. Соответственно, в

наноструктурах BaTiO3 ориентации [001]‖z КД-ВГ не возможен ни при ка-

ких условиях и ни для какой возможной симметрии, поскольку нельзя ввести

никакую разницу ∆mχ и ни при какой симметрии выполнить необходимое

условие (89). Это согласуется с теоретическими результатами, показанными

на рисунке 3. В первой строке таблицы 2 приведены названия и ориентация

кристаллических решеток и разница ∆mχ между любыми двумя проекция-

ми углового момента mχ тензора нелинейной восприимчивости χ̂
(2) каждой

кристаллической решетки. В первом столбце, — индекс n, связанный с груп-

пой симметрии наноструктуры Cnv(Dnh) (или C1h, если n = 1). В основной

части таблицы 2 в каждой ячейке с помощью общей формулы (89) и (90)

записаны или число s и все углы взаимной ориентации кристаллической ре-

шетки и наноструктуры β, при которых КД-ВГ возможен, или ‘‘нет’’, означа-

ющее невозможность возникновения КД-ВГ. Стоит обратить внимание, что

из сформулированного правила (89) отчетливо видно, что условия возник-

новения КД-ВГ определяются только поворотной симметрией структуры и

симметрией при отражениях относительно вертикальных плоскостей, кото-

рым отвечает индекс n, поэтому они одинаковы для наноструктуры симмет-

рии Cnv и Dnh. Кроме того, поскольку тензор χ̂
(2) — тензор третьего ранга,
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Таблица 2 – Примеры применения общей формулы условий КД-ВГ в одиноч-

ных ахиральных диэлектрических наноструктурах. В первой строке приведе-

ны названия и ориентация кристаллических решеток и разница ∆mχ между

любыми двумя проекциями углового момента mχ тензора нелинейной вос-

приимчивости χ̂(2) каждой кристаллической решетки. В первом столбце —

индекс n, связанный с группой симметрии наноструктуры Cnv(Dnh) (или C1h,

если n = 1). В основной части для каждой симметрии и кристаллической

решетки раскрыта общая формула s = ∆mχ = nν, ν ∈ Z. Если число

s существует, то оно представлено в ячейке под формулой вместе со все-

ми углами взаимной ориентации кристаллической решетки и нанострукту-

ры β 6= πν/s, при которых КД-ВГ возможен, если число s не существует, то
написано ‘‘нет’’, означающее невозможность возникновения КД-ВГ [116]

n
GaAs[001]‖z BaTiO3[001]‖x/ GaAs[111]‖z

GaAs[011]‖z
∆mχ = 4 ∆mχ = 2, 4, 6 ∆mχ = 3, 6

1

4 = 1ν → 2,4,6 = 1ν → 3,6 = 1ν →
s = 4 s = 2,4,6 s = 3,6

β 6= πν/4 β 6= πν/2 β 6= πν/3

2

4 = 2ν → 2,4,6 = 2ν → 3,6 = 2ν →
s = 4 s = 2,4,6 s = 6

β 6= πν/4 β 6= πν/2 β 6= πν/6

3

4 = 3ν → 2,4,6 = 3ν → 3,6 = 3ν →
− s = 6 s = 3,6
нет β 6= πν/6 β 6= πν/3

4

4 = 4ν → 2,4,6 = 4ν → 3,6 = 4ν →
s = 4 s = 4 −

β 6= πν/4 β 6= πν/4 нет

5

4 = 5ν → 2,4,6 = 5ν → 3,6 = 5ν →
− − −
нет нет нет

6

4 = 6ν → 2,4,6 = 6ν → 3,6 = 6ν →
− s = 6 s = 6
нет β 6= πν/6 β 6= πν/6

> 7
4 = nν → 2,4,6 = nν → 3,6 = nν →

− − −
нет нет нет

проекция приходящего от него углового момента mχ 6 3, то есть разница

∆mχ 6 6. Таким образом, из общей формулы (89) моментально следует,

что КД-ВГ не возможен ни для какой кристаллической решетки для групп

симметрии с индексом n > 7. Результаты применения формулы, представ-
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ленные в таблице 2, и описанные выше утверждения полностью согласованы

с результатами на рисунке 3, полученными с помощью теоретического ана-

лиза.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В итоге, в рамках выпускной квалификационной работы с помощью

формализма функции Грина, аппарата теории групп и мультипольного раз-

ложения собственных мод проведено детальное теоретическое исследование

циркулярного дихроизма второй гармоники в одиночных диэлектрических

ахиральных наноструктурах различных симметрий и материалов и предо-

ставлены следующие результаты:

a) для ахиральных наноструктур различных симметрий Cnv(Dnh) (или C1h,

если n = 1) и пяти различных материалов, не обладающих центром

инверсии, теоретическими расчетами получены условия на взаимную

ориентацию наноструктуры и ее кристаллической решетки, при кото-

рых в системе существует КД-ВГ,

б) условия показали, что КД-ВГ сложным образом зависит от симметрии

как наноструктуры, так и кристаллической решетки и либо существует

только при определенной взаимной их ориентации, либо невозможен

вовсе,

в) корректность теоретических результатов проверена с помощью чис-

ленного моделирования в COMSOL Multiphysics®,

г) выведена общая формула, описывающая условия возникновения КД-

ВГ в одиночных диэлектрических ахиральных наноструктурах. Она ос-

нована на правиле сохранения проекции полного углового момента и

модальном анализе и позволяет быстро и без трудоемкого симметрий-

ного анализа определять условия существования КД-ВГ в ахиральной

наноструктуре любой симметрии и любого материала с ненулевым тен-

зором нелинейной восприимчивости χ̂(2).

Стоит заметить, поскольку общая формула не зависит от углового мо-

мента падающей волны, она может быть применима для возбуждения струк-

тур пучками с произвольным угловым моментом. Разработанный метод, в

свою очередь, может дать идеи о том, как описать появление КД-ВГ в других

системах, в которых симметрии кристаллической решетки имета-атомов вза-

имодействуют, например, в метаповерхностях с повернутыми мета-атомами

определённой симметрии. Таким образом, детальное изучение этих гипотез

может стать предметом дальнейших работ в этой области.
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ПРИЛОЖЕНИЕ А

Векторные сферические гармоники

Магнитные и электрические векторные сферические гармоники

Me
omn,Ne

omn, удовлетворяющие векторному волновому уравнению, по-

рождаются скалярными функциями, являющимися решением скалярного

волнового уравнения с волновым вектором k [123]

ψemn = cosmϕPm
n (cosϑ)zn(kr) (91)

ψomn = sinmϕPm
n (cosϑ)zn(kr),

где Pm
n (cos θ)— присоединенные функции Лежандра первого рода, а zn(kr)

— любая из четырех сферических бесселевых функций: jn, yn, h
(1)
n , h

(2)
n .

Векторные сферические гармоники, порождаемые ψemn и ψomn, имеют

вид

Me
omn = ∇×

(
rψe

omn

)
(92)

Ne
omn =

∇×Me
omn

k

или в компонентной записи

Memn(k, r) =
−m
sin θ

sinmϕPm
n (cos θ)zn(ρ)êθ− (93)

− cosmϕ
dPm

n (cos θ)

dθ
zn(ρ)êϕ

Momn(k, r) =
m

sin θ
cosmϕPm

n (cos θ)zn(ρ)êθ− (94)

− sinmϕ
dPm

n (cos θ)

dθ
zn(ρ)êϕ

Nemn(k, r) =
zn(ρ)

ρ
cosmϕn(n+ 1)Pm

n (cos θ)êr+ (95)

+ cosmϕ
dPm

n (cos θ)

dθ

1

ρ

d

dρ
[ρzn(ρ)] êθ−

−m sinmϕ
Pm
n (cos θ)

sin θ

1

ρ

d

dρ
[ρzn(ρ)] êϕ
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Nomn(k, r) =
zn(ρ)

ρ
sinmϕn(n+ 1)Pm

n (cos θ)êr+ (96)

+ sinmϕ
dPm

n (cos θ)

dθ

1

ρ

d

dρ
[ρzn(ρ)] êθ+

+m cosmϕ
Pm
n (cos θ)

sin θ

1

ρ

d

dρ
[ρzn(ρ)] êϕ,

где введена безразмерная переменная ρ = kr.

Векторные сферические гармоники удовлетворяют отношениям орто-

гональности [136]∫ 2π

0

∫ π

0

Me
omn ·Me

omn sinϑdϑdϕ = (97)

= (1 + δm,0)
2π

2n+ 1

(n+m)!

(n−m)!
n(n+ 1) [zn(ρ)]

2

∫ 2π

0

∫ π

0

Ne
omn · Ne

omn sinϑdϑdϕ =

= (1 + δm,0)
2π

(2n+ 1)2
(n+m)!

(n−m)!
n(n+ 1)

{
(n+ 1) [zn−1(ρ)]

2 + n [zn+1(ρ)]
2
}
.
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б

Мультипольное разложение плоской волны по векторным

сферическим гармоникам

Мультипольное разложение плоской x-поляризованной волны, падаю-

щей вдоль оси z, по векторным сферическим гармоникам имеет следующий

вид, процедура получения которого подробно описана в [123]

Ewave,x(r) = E0e
ikr cos θêx =

∞∑
n=1

(Ae1nNe1n +Bo1nMo1n) = (98)

= E0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)
(−iNe1n +Mo1n) .

Для того, чтобы разложить плоскую y-поляризованную волну, падающую

вдоль оси z, по векторным сферическим гармоникам, необязательно поль-

зоваться теми же самыми рассуждениями, что и для x-поляризованной [123].

Можно получить ответ напрямую из мультипольного разложения x-

поляризованной (98), а именно повернув его на π/2 вокруг оси z: повер-

нув векторные сферические гармоники Ne1n,Mo1n на π/2 вокруг оси z.

На этом этапе следует отметить, что при поворотах векторные сфериче-

ские гармоники ведут себя симметрийно точно так же, как порождающие

их скалярные функции, то есть как ψe1n, ψo1n, соответственно (91). Рас-

смотрим отдельно скалярные функции ψe11, ψo11. Пользуясь явным видом

присоединенной функции Лежандра первого рода и связью сферической и

декартовой систем координат, можно получить следующие соотношения:

ψe11 = cosϕ sin θz1(kr) = xz1(kr) и ψo11 = sinϕ sin θz1(kr) = yz1(kr). Та-

ким образом, из полученных выражений для ψe11, ψo11 можно сделать вывод:

при поворотах Ne11,Mo11 ведут себя как ψe11, ψo11, то есть как x, y, соответ-

ственно. В итоге, при повороте на π/2 вокруг оси z электрическая гармоника

Ne11 перейдет в No11, а магнитная Mo11 — в −Me11. То, что более старшие

гармоники ведут себя симметрийно аналогичным образом, необходимо про-

верить в отдельном порядке, однако оставим это доказательство вне рамок

работы и запишем вывод: при повороте на π/2 вокруг оси z векторные элек-

трические сферические гармоники Ne1n → No11, а магнитныеMo11 →−Me11.

Соответственно, мультипольное разложение плоской y-поляризованной вол-

ны, падающей вдоль оси z, по векторным сферическим гармоникам имеет
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следующий вид

Ewave,y(r) = E0e
ikr cos θêy =

∞∑
n=1

(Ao1nNo1n +Be1nMe1n) = (99)

= E0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)
(−iNo1n −Me1n) .

Таким образом, разложение циркулярно поляризованной плоской волны, па-

дающей вдоль оси z, по векторным сферическим гармоникам с учетом (98)

и (99) представимо следующим образом

Ewave(r) = Ewave,x(r)± iEwave,y(r) = (100)

=
∞∑
n=1

{(Ae1nNe1n +Bo1nMo1n)± i(Ao1nNo1n +Be1nMe1n)} =

= E0

∞∑
n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)
{(−iNe1n +Mo1n)± i (−iNo1n −Me1n)} ,

где± соответствует левой (ЛКП) и правой (ПКП) циркулярной поляризации

падающей волны, соответственно.
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ПРИЛОЖЕНИЕ В

Пример представления тензора нелинейной восприимчивости χ̂(2) в

цилиндрических координатах

Тензор нелинейной восприимчивости χ̂(2) кристаллической

решетки GaAs[001]‖z, обладающей группой симметрии правиль-

ного тетраэдра Td, имеет всего одну независимую компоненту

χxyz = χyxz = χxzy = χyzx = χzxy = χzyx = χ. Используя введенное

ранее представление тензора третьего ранга в виде χ̂(2) = χαβγ êαêβ êγ и

соотношения между базисными векторами декартовой и цилиндрической

системы координат (7), можно представить тензор χ̂(2) в цилиндрических

координатах. Рассмотрим только две ненулевые компоненты тензора χ̂(2)

χzyxêzêyêx = χ

(
sinϕ cosϕêzêrêr − sin2 ϕêzêrêϕ+ (101)

+ cos2 ϕêzêϕêr − sinϕ cosϕêzêϕêϕ

)

χzxyêzêxêy = χ

(
sinϕ cosϕêzêrêr + cos2 ϕêzêrêϕ− (102)

− sin2 ϕêzêϕêr − sinϕ cosϕêzêϕêϕ

)
и их сумму

χzyxêzêyêx + χzxyêzêxêy = χ

(
êzêyêx + êzêxêy

)
= (103)

= χ sin [2ϕ]

(
êzêrêr − êzêϕêϕ

)
+ χ cos [2ϕ]

(
êzêϕêr + êzêrêϕ

)
.

Остальные ненулевые компоненты тензора χ̂(2) после идентичных преобра-

зований будут таким же образом зависеть от угла поворота ϕ, как sin [2ϕ]

и cos [2ϕ]. При этом, стоит отметить, что, во-первых, в работе не требу-

ется знать точное выражение тензора χ̂(2) в цилиндрических координатах,

для симметрийного анализа необходимо только его симметрийное поведе-

ние при поворотах вокруг оси z и отражениях в вертикальных плоскостях.

Во-вторых, базисные векторы êϕ меняют знак при ϕ → −ϕ. С учетом вы-

шесказанного, пользуясь выражением (103), можно утверждать, что при по-
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воротах вокруг оси z и отражениях в вертикальных плоскостях тензор нели-

нейной восприимчивости χ̂(2) кристаллической решетки GaAs[001]‖z сим-
метрийно ведет себя как sin [2ϕ]. Кроме того, поскольку кристаллографиче-

ские оси кристаллической решетки в работе могут быть повернуты вокруг

оси z на угол β, тензор χ̂(2) ведет себя как sin [2(ϕ− β)]. Аналогичная про-

цедура может быть проделана с тензором нелинейной восприимчивости χ̂(2)

любой другой кристаллической решетки. Однако поскольку для других кри-

сталлических решеток с большим числом независимых компонент расчеты

могут оказаться не столь прозрачными и более громоздкими, важно еще раз

подчеркнуть, что в работе требуется только симметрийное поведение тензо-

ра χ̂(2) при поворотах вокруг оси z и отражениях в вертикальных плоскостях,

но не точное его выражение. Последним комментарием стоит отметить, что

тензор χ̂(2) любой кристаллической решетки— тензор третьего ранга, поэто-

му он не может себя ввести как sin [kϕ] (или cos [kϕ]), где k > 4.
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